Analysis & Lineare Algebra 17.05.-24.05.2024 Dr. Philipp J. di Dio
Sommersemester 2024 Universitit Konstanz

Hausaufgabenblatt 6 (Lésungen)

Aufgabe 6.1 (Integrale IV). Bestimmen Sie die folgenden Integrale.

o0

2) /OQxS-exp(—xQ) e b) /Oooxg-exp(—asz) & o / 2 exp (—2?) da

o0

Losung: Da die Integrale alle iiber

f(x) = 2° - exp(—2?)

gehen, bestimmen wir zuerst eine Stammfunktion von f (wir lassen das +c¢ hier also
weg):

Fla) = / 2 exp(—a?) da

dy
dx

dy
_ 3
[ et L

z®exp(y) dy

mit Substitution y = —2?%, d.h. ¥ = —2x, haben wir

und partieller Integration

a)

_ %(_4 — 1) exp(—4) — %(0 — exp(0)
— —9 —4 1
= 7e 5
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b)

0 R
/ 23 exp(—2?) dz = lim 2% exp(—2?) dz
0

R—o00 0

B . —R*—1
2 RN exp(R?)
RS —2R
~ 2 Al 2Rexp(R?)
S
=3 =
c)
00 0 00
/ 7% exp(—2?) dz :/ 2% exp(—2?) dx+/ 2? exp(—2?) dz
o _oo 0
-1 1
= — —_ = O
2 2 ’
da
0 0
| atenlat) do = [ —gfexp(-y) - (-1) dy
= —/ v exp(—y*) dy
0
mit der Substitution y = —x.

Aufgabe 6.2 (Spezielle Tricks in der Integration). Lesen Sie sich die Methode der
Partialbruchzerlegung an und l6sen Sie damit die folgenden Integrale:

a) AQ;@%75dx b) [QE%;EE(M ) Zaiggg%(u

Losung:
a) Aus der Partialbruchzerlegung folgt:
1 A B A(x+2)+Bx (A+ B)x+2A

z(x + 2) ;+x+2: r(x+2) x@+2)

d.h. aus Koeffizientenvergleich folgt 2A =1 und A+ B =0,d.h. A = % und B = —%.
Das Integral berechnet sich dann zu

[ﬂ;dx:%/ll_ 1 dx:%[ln(x)—ln(x+2)]2

xr+2) r  x+2 o=1

- %[1n(2) —In(1) — In(4) 4 In(3)] = %[ln@) — In(2)]
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b) Mit (a) folgt
x+1 x 1 1 1 1 1 1

1
a:(a:+1)_:c(x+2)+:c(a:+2) t+2 2 x 2 x+2 2

und somit folgt das Integral

2 r+1 1 (%1 1 1 2
/1 x(z +2) ’ 2/1 m+x+2 . 2[n(x)+n(x+ )]33:1

= 2 In(2) ~ In(1) + In(4) ~ In(3)] = S[3In(2) ~ In(3)

¢) Wie in (b) lésst sich der Bruch wie folgt zerlegen:

241 224+ 2r —2x+1 —2x +1 -2 1
= =1+————=1+ +
r(x +2) r(x +2) z(x +2) r+2  z(r+2)
-2 1 1 1 1 1 1 5 1
=14 — 4. . 14 .Z_Z.

t12 27z 2 z+2 2% 2712
und damit ergibt sich das Integral
2 2 2 2
e+ 1 1 1 5 1 2
R 1d — —— de =1+ =[1 —51 2
/1 x(z +2) /1 x+2/1 r zt2 +2[n(:c) n(w+ )]le

= 14 5In(2) ~ In(1) — 51n(4) + 5n(3)] = 1+ 5 [5In(3) ~ 9In(2)

Aufgabe 6.3. Berechnen Sie fiir folgende Funktionen die Taylor-Polynome an zy € R
vom Grad n € IN:

a) f(r) =32%—22% + 42 — 5 mit 7o = 1 und n = 3.

b) g(z) = In(1 + 2?) mit 2o = 0 und n = 4.

c) h(z) = 2! mit zp = 1 und beliebigen n € IN.
d) k(z) = 2' - exp(—23) mit n = 1234 und zy = 0.
Losung

Ty () = Flao) + 7o) — 7o) + T o gy 4+ L0 gy
= i+ r -0+ I @ ey

=0+9z—-1)+7x—-1)>2+3@x—-1)>
=9z -1 +7(x—-1)2+3@x—-1)°
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b) In ist als Reihe definiert: In(1 +y) = Zfil(—l)”ly?i. Setze y = 2%, dann folgt In(1 +

7?) = Z;’il(—l)i“’%i und somit die Taylorentwicklung um xy = 0 als

2 2 24
TyIn(1+ %) = ZH)’“T S 5
i=1
¢) Schreibe h(z) =1 = m = > 7o (x — 1)" mittels Geometrischer Reihe, dann gilt

T,h = zn:(m —1)%
=0

d) er haben exp(y) = Z;)il y_l und mlt Yy = _.,B3 Somit exp(_xg) _ Z;)il (_1?i$3i und

7! il

217 exp(—2?) = -, EU Dag Taylorpolynom hat damit die Gestalt

i=1 3!

405 i3
-1 ’LI?)Z
T1234k = Z %

i=1

Aufgabe 6.4 (Wiederholung: Zwischenwertsatz). Zeigen Sie, dass die Gleichung
-5 7
P oS T ey
¢ +1
eine Losung in R besitzt.

°—5 7
Liésung: Setze g(z) := % — V28 4+ 1. Dann gilt
—_— T

1 =5z~ +7x7P
glx) =2’ 1$+ :x —2* V142
xz

und somit auch

lim g(z) =—o0c0  und lim g(z) = o0
T—>—00 T—00

Der erste Grenzwert besagt, dass es ein r < 0 gibt mit g(r) < 0. Der zweite Grenzwert
besagt, dass es ein R > 0 gibt mit g(R) > 0. Da g auf R und somit auch auf [r, R] stetig
ist, gibt es nach dem Zwischenwertsatz ein xy € [r, R] mit g(xo) = 0. Dieses z 16st die
Gleichung.
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Aufgabe (Zusatz) 6.5. Bestimmen Sie die folgenden (einseitigen) Grenzwerte, wenn
sie existieren. Nutze ggf. die Regel von de 1’'Hospital.

in(z? 31 1- 2
a) iy M) by i 2 =1 o lim Lo C0/2)
=0 I z—0 3 z—0 1 — Cos(x)
et te " —2 : .
. a, < a.
d) glglir(l) pp— e) ilir(l)aﬁ In(z) (a<0) f) ili%l‘ In(z) (a>0)
x>0 x>0
: : r+1 . .t
g) xh_)rgloa:-ln(l—i-l/x) h) xh_)riloxlnx_l i) xh_)rgoﬁ (nelN,a>1)

Lésung: Wir kiirzen mit % oder 2 ab, dass dieser Fall im Grenzwert vorliegt und daher
die Regel von de I’'Hospital angewendet kann:

2) lim sin(z?) 3 lim 2z cos(x) _ 0
=0 z—0 1
_cos(z®) —1 8§ 3Ba’sin(z?) .,
DT T T e i) =0
¢) lim 1 — cos(z/2) 8 lim %si'n(a:/Q) 8 fim 1 cos(x/2) _ 1
=0 1 — cos(x) =0  sin(z) =0 cos(z) 4
T -1 _ 2 0 T __ ,xr 0 T -1
d) T g N T ) T R
=0 1—cos(x)  2—0 sin(z)  2-0 cos(x)
e) 1. Fall (a =0): igg)ln(m) = —00

2. Fall (a < 0): lirr(l) z% - In(x) =N
T—r
z>0

(o) . In(z) § - -1
f) lim 2 - In(x) "2 i n(z) = lim x—l = lim —2% =0
z—0 z—0 r~& =0 —r— ¢ z—0
>0 x>0 >0 >0
(—o0 In(1 1) == 1 (=2
g) lim x-In(1+27") "2 fim a( +1$ ) = lim 1+ )(2 z”) = lim 1427 ' =1
T—00 T—00 €T T—00 — T—00

]- 00 1 ]_ —1 — 1 0 ]_ -1 _ o 1 —1
T—00 T — T—00 T~ T—00 —
! 212 . 9 ,
= lm = lim =
z—oo (x+1)(x—1) 250 (14+271)(1—271)

1

" n-x" n!

i) lim — lim ———— o lim —mm— =
1) xg{olo a® xggo ln(a) - a® xl—{go (ln a)” - a® 0

1318
1812
11818
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Aufgabe (Zusatz) 6.6. Die ESA will einen zylinderférmigen Satelliten mit Radius r
(in m) und Hohe A (in m) bauen. Das Material fiir die Spezialummantelung reicht aber
nur fiir eine Fliche A (in m?). Wie muss r und h gewiihlt werden, damit das Volumen

V' (= Platz fir Messinstrumente) maximal wird? Begriinde/beweise.
Losung:
o Ay =2 7-7? (Deckel + Boden)
e Ay =271 -r-h (Mantelfliche)
o A=A+ Ay = 27r? 4 27rh (konstant)
o ) — A—2mr?
2mr
o V=mr’h= WTQ—A_;:T””Q = 2(Ar —2m3) =V (r)
e Extremum von V(r): 0 = V'(r) = 3(A — 677?), d.h. Texey = 4/ 6%, physikalisch
sinnvoll: r = %
e Maximum: V" (reg) = —677exe < 0 und V" (r)
mum.
o Losung: rpax = 6% und h = 2r.x
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6m # 0, also (lokales) Maxi-



