Mathematik Il — Analysis

fir Biochemie und Umweltwissenschaften

Philipp J. di Dio
TU Berlin / Uni Greifswald

8. April 2019

Dozent: Dr. rer. nat. Philipp J. di Dio, eMail: didio@tu-berlin.de
Biiro: Walther—Rathenau—StraBe 47, Zimmer A 3.09
Sprechstunde: nach Vereinbarung (Mo oder Di)
Vorlesung: Mo 815 — 945 HS 2 Lohmeyer-Platz 6
Ubungen: - di Dio: Mo 1412 HS Rub 2b, Di 1212 Rub 3,

- Youssef: Mi 82 Rub 2b
o Ubungsblitter: TU-Seite von Philipp J. di Dio

e Klausur: 22. Juli 2019, 109, HS 2 (Lohmeyer-Platz 6); Nachkl.: 18. Sept.
Mathematik 1l — Analysis 8. April 2019  1/132



-
Inhalt

© Folgen
© Reihen

© Grenzwerte und Stetigkeit von Funktionen
© Spezielle Funktionen

© Differentiation

© Integration

@ Gewshnliche Differentialgleichungen

@ Funktionen in mehreren Variablen

© Ausgewihlte Anwendungen

@ Literaturempfehlung

Philipp J. di Dio (TU Berlin) Mathematik Il — Analysis 8. April 2019 2/132



Kapitel 1: Folgen
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Definition und einfache Beispiele
Definition und einfache Beispiele
Definition
Eine Folge ist eine Abbildung
a:IN—-R, nw—a,.

a,, heiBt das n-te Glied der Folge a.

Kurznotation fiir eine Folge:
a = (an)nen = (an) =(ay,as,a3,...) CR

einfache Beispiele:
Q konstante Folge: a, =¢, c€ R, a= (¢, ¢,c,...)
@ alternierende Folge: a,, = (—1)"*, a = (1,-1,1,—1,...)
© Vorschrift: a,, = % a= (1, %, %, o)
@ Fibonacci-Zahlen: a1 =0, a3 =1, a,, = ap_2 + anp_q flirn >3

a=(0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,...)
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Kaninchenvermehrung nach Fibonacci

Beispiel

@ Annahmen:
Start: 1 Kaninchenpaar
Geschlechtsreife: 1 Monat
Tragezeit: 1 Monat
Whurf: 1 Kaninchenpaar
Kaninchen unsterblich

e Notation: (P, gP), P Paare von Kaninchen, gP geschlechtsreife Paare

e Zeitablauf: Start (Monat 1) = (1,0), Monat 2 = (1,1), Monat 3 = (2,1),
Monat 4 = (3,2), Monat 5 = (5,3), Monat 6 = (8,5), ...

@ Anzahl P,, von Paaren im n-ten Monat:

Plzl, ,PQZL Pn:Pn72+Pn71 (77,23)

Monat | 3 4 5 6 7 8
P:#Paare‘ 2 3 5 8 13 21

1 2
1 1
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Beschranktheit, Konvergenz, Divergenz

Definition

Eine Folge a = (ay)nen heiBt beschrinkt, wenn es ein C € R gibt mit

lan| < C  fiir alle n € IN.

Definition
Eine Folge a = (an)new heiBt konvergent, wenn es ein A € R und fiir jedes € > 0
ein N = N(e) € IN gibt mit

|A—a,| <e firalle n>N.

A heiBt Grenzwert (Limes) von a und wir schreiben lim,,_, . a, = A (kurz:
n— o0

an, — A oder a, — A).

Die Folge a = (ay)new heiBt divergent, wenn sie nicht konvergent ist.

Beispiele (Tafel): a, = ¢, a,, = 1, a,, = (—1)"!, Fibonacci-Zahlen
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L L =< Beschrankcheit Konergenz

Zusammenhang Beschranktheit Konvergenz

Satz

Sei a = (an)nen eine Folge. Es gilt:

a konvergent = a beschrankt.

Beispiele:
@ a,=c
o a,=1

Umkehrung von (x) gilt nicht:
e a,=(—1)""!

Philipp J. di Dio (TU Berlin)
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Konvergenzkriterien und Grenzwertberechnung

Satz (Satz iiber monotone Folgen)
Sei a = (an)nen eine Folge. Es gilt:
@ a beschrinkt (von oben) und monoton wachsend =

a konvergent.
@ a beschrinkt (von unten) und monoton fallend =

a konvergent.

Beispiel (Tafel): a,, = ﬁ

Beispiele fiir Grenzwerte:

an

A+ 2" |2 (2] <1) | Yo, (z>0) | ¥/n
1

el
n
lim, o0 Gn H c ‘ 0 ‘ e’ ‘ 0 ‘ 1 ‘
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Konvergenzkriterien und Grenzwertberechnung

Satz

Seien a = (an)nen und b = (b,)new zwei konvergente Folgen mit Grenzwerten

lim a, = A und lim b, = B.

n—oo n—oo
Dann gilt:
Q ¢ = (an, + bp)nen ist konvergent mit lim,, o0 @p, + b, = A+ B.
Q@ ¢ = (ay, - by)nen ist konvergent mit lim,, o0 Gp, - b, = A - B.

Q Ist B#0 undb, #0 fiir allen € IN, dann ist c = (‘;—") N konvergent mit
A

E.
Q Ist a, <b, fiir allen € N, dann gilt auch A < B.

@ (“Sandwich”-Theorem, “Polizisten-Regel”) Fiir ¢ = (¢ )nen und A = B gilt:

Grenzwert limy, o0 32 =
n

anp < ¢, <b, firallenecN = lim ¢, = A= B.

n— oo

Beispiele: siehe Tafel
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Bestimmte Divergenz

Definition

Eine Folge a = (ay)nen heiBt bestimmt divergent gegen oo (bzw. —occ), wenn es
fiir jedes M € IN ein N = N(M) € N gibt mit

an > M (bzw. a, < —M) fiir alle n > N,

d.h. a,, iberschreitet jede (obere) Schranke bzw. unterschreitet jede (untere)
Schranke. Wir schreiben

lim a, = bzw. lim a, = —occ.
n—oo n—r oo

Beispiele (Tafel): a, = n, a,, = —n*
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Bestimmte Divergenz: Rechenregeln

Satz

Seien a = (an)nen und b = (by)nen Folgen. Es gilt:
Q a, <b, undlim,_,na, = co = lim, e by, = 00.
Q a, #0 fiir allen € N und lim,,_,, a,, = £00 = lim,, s i
Q Ista, >0 fiir allen € N und lim,, ., a, = 0, dann lim,, o0 é =

Q@ Wenn lim,,_, a, = o0 und lim,,_,. b, = B € R, dann gilt:

@ lim, ..can + b, =00 und
Q lim, .. an- b, =00 falls B > 0.

=0.

oQ.

Bemerkung:
o 1 und 3 gelten dquivalent mit —Zeichen. (Ubung)
@ 4b gilt nicht mehr fiir B = 0. Dann sind alle Fille

lim a, -b, = —00, ¢, 00
n—oo

mit ¢ € R moglich. (Ubung)

Beispiele: siehe Tafel
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Kapitel 2: Reihen
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Motivation

o Verallgemeinerung endlicher Summation
a1+a2+...+an

@ unendliche Reihe mit Gliedern a;

@ schreiben auch
a1+a2+a3+...

e mehrere Bedeutungen fiir 32, a;
o Folge der Partialsummen

n
Sn = E Qg
i=1

o Grenzwert

lim s,
n—r o0

(falls er existiert)
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Definition
Eine Reihe >_:° | a; mit Gliedern a; € R heiBt konvergent, wenn die Folge der

Partialsummen s, := a1 + as + - - - + a,, konvergiert. Der Grenzwert lim,, o, Sp,
heiBt Summe oder Wert der Reihe und wird ebenfalls mit dem Symbol Y ":°, a;

bezeichnet:
o0
E a; = lim s,.
n— oo
i=1

Die Reihe heiBt divergent, wenn die Folge (sp)nen divergiert. Sie heit bestimmt
divergent, wenn (s, )neN bestimmt divergiert. Wir setzten

oo
Eai = o oder — 00,
=1

falls s, — co oder s,, — —oo gilt.

o0 o0
Summation kann auch bei i = 0 oder einem ¢ = n anfangen: E ag, E a;.

1=0 1=n
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Beispiel: Achilles und die Schildkréte

Zenon von Elea (ca. 490 v. Chr. — 430 v. Chr.)
Achilles lauft gegen Schildkréte, die einen Vorsprung hat

@ Wenn Achilles den Vorsprung der Schildkréte zuriickgelegt hat, ist die
Schildkrote wieder ein Stiick weiter gekrochen.

@ Dann muss Achilles wieder diesen Weg laufen, wobei die Schildkrote
abermals ein Stiick gekrochen ist, etc. etc. etc.

So Achilles scheint die Schildkrote in dieser Weise nicht einholen zu konnen,
ein Widerspruch!

Auflésung des Trugschlusses:

o (unendliche) Reihen kdnnen endliche Summen haben!

o Das Unterteilen der Strecken in unendlich viele Teilstrecken bedeutet nicht,
dass die Strecke unendlich lang ist, oder das unendlich viel Zeit zum passieren
der Strecke und zum Uberholen der Schildkréte erforderlich wire

@ Mathematische Formulierung des Problems/Sachverhaltes 16st das Paradox.
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Beispiel: Medikament im Patienten

Patient:
@ alle 24h eine Medikamentendosis d
@ Medikamentenabbau und -ausscheidung in 24h: 30%

Wie viel des Medikaments befindet sich nach n Tagen im Korper?

Medikament im Korper
d

d+0.7d

d+0.7d +0.7%d
d+0.7d 4+ 0.72d 4+ 0.73d

OJ[\QD—\OQ_Jl
[05]

no | d+0.7d+0.72d+0.73d+ -+ 0.7"d=d- Y, 0.7

Was passiert bei n — oo? Bleibt die Menge an Medikament endlich oder wird sie
unendlich/beliebig groB? Wenn endlich, wie hoch?
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Erste Konvergenzresultate

Aus dem Satz iiber monotone Folgen erhalten wir:
Satz

Sei Y2, a; eine Reihe mit a; > 0. Es gilt:

oo n
Z a; konvergent <& es existiert k € IN mit Z a; <k fiir alle n € IN.
=i i=1

Korollar

Fiir eine Reihe "2 | a; mit a; > 0 gilt entweder

oo oo
E a; < 00 oder E a; = 0.
=il i=1

Beispiele: geometrische Reihe, harmonische Reihe
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Beispiel: Geometrische Reihe

q € R. Geometrische Reihe:
dYod = l+g+P+E+d+
i=0

e Partialsummen (¢ # 1):

n ) 1_qn+1
n = g = 1 mn
s Zq +q+q¢ +--+¢q 1—¢
=0
° |¢| < 1Lt
1—g"t! 1
lim s, = lim 4 —_—
n— o0 n—oo 1 —gq 1—g¢q
e g>1:
Sn = 14+q+¢@+-+q¢* > 1+1+14---+1=n+1 I2=

@ g < —1: divergent, aber nicht bestimmt divergent
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Beispiel: Harmonische Reihe

Harmonische Reihe:

i L
i 2 3 4 7
o divergent:
i1—+1+1+1+1+ +1+ + ! +--+
i 203 4005 8 2n + 1 2n+1
2iti=y  245=3 22 =4
@ alternierende Version konvergiert:
i (=1)+! TN O low 2
—) = ——4+-—=4+... = lo
L 273 4 5
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Addition konvergenter Reihen

Satz
Sind 32, a; und Y2, b; konvergente Reihen, dann ist auch Y.<, (aa; + Bb;)
konvergent fiir alle o, 5 € R und es gilt

Z(aoai-l-ﬂ'bi) = a‘zai + ﬂ'zbzw
=1 =1 =1 )
Beispiel:
S(rtn) = it = ox2(3) 23
i=0 =0 =0 1=0 1=0
1 1 7
- 6 = 18+- = 19
EERNEE e T

8. April 2019 20/132
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Weitere Konvergenzresultate

Satz

Zai konvergent = (a;)iew Nullfolge (d.h. a; — 0)

=1

Beispiel:

Fiir ¢ < —1ist >.:° ¢" nicht konvergent.

Umkehrung vom Satz gilt nicht: Harmonische Reihe

1 1—00 = 1
- 220 b Y - =c.
i aper ’L:li o0
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Leibniz' Konvergenzkriterium

Definition

Eine Reihe der Form a1 — as + a3 —as + . ..

mit a; > 0 heiBt alternierend.

Satz (Leibniz' Konvergenzkriterium)

Ist (a;)i;ew eine monoton fallende Nullfolge, so konvergiert die alternierende Reihe

ay —az+az —aqg+ ...

Beispiele:
@ alternierende harmonische Reihe:
1 1

l1——4+=-——-—+---=1log2
2+3 + og
@ Leibnizsche Reihe:
1 14_1 ,_A'_ _I
3 5 4

Philipp J. di Dio (TU Berlin)
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Satz (Majorisierte Konvergenz)

Sei 0 < a; <b; fiir allei € N und >3-, b; sei konvergent, dann ist auch Y .o, a;
konvergent mit

=1 =1
Beispiel: > 0. Exponentialreihe Z T Nimm n € IN mit 22 <n, d.h. = < %:
i=0
0o o n—2 l‘i 0o mi
DRI DD
=0 =0 i=n—1
=t j:O(j—i—n—l)!  (n—1)! n--(n—14+j%)
xn—l 0 1 J $n—1 1 2. mn—l
< [ — I — — — <X
- (n—1)! ;(2) (n-1! 1-1 (n—1)!
Definition: e” := > f—, < oo fiir £ > 0. Insbesondere e = 377 4 = 2.71828...
Mathematik Il — Analysis
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Absolute Konvergenz

Definition

o0
Eine Reihe Z a; heiBt absolut konvergent, wenn die Reihe Z |a;| konvergiert.

=0

oo

=0

Satz

(e9)
Z a; absolut konvergent =
=0

o0
E a; konvergent
i=0

Umkehrung gilt nicht:
@ alternierende harmonische Reihe

@ Leibniz Reihe

Philipp J. di Dio (TU Berlin) Mathematik Il — Analysis
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Majorantenkriterium

Definition
o0 o0

Die Reihe Z c; mit ¢; > 0 heiBt Majorante der Reihe Z a,, mit reellen Gliedern,
i=0 =0

wenn es einen Index N € IN gibt, so dass gilt

lai| < ¢ fiir alle 1 > N.

Satz

o0 oo

Besitzt eine Reihe Z a; eine konvergente Majorante Z ¢;, So ist sie absolut
i=0 i=0

konvergent und damit auch konvergent.

Beispiel:
@ Expotentialreihe fiir z < 0
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Quotientenkriterium

Satz

Sei 3772 a; eine Reihe und es gebe ein q € (0,1) sowie ein N € N mit

Ap+1
Qp

<gq fiir alle n > N.

Dann ist Z?io a; absolut konvergent.

-2
gl o — 4
Beispiel: a; =

57 -
. ] 2,97
G GHEDTA L
aj 2]+1.j2 2
d.h. es gibt ein N € N so dass |5 | < 3 = ¢ < 1.

Fiir |2+
a;
Falle (absolute Konvergenz, Konvergenz, Divergenz) auftreten.
Mathematik Il — Analysis 8. April 2019  26/132
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Waurzelkriterium

Satz

Sei Y= a; eine Reihe und es gebe ein q € (0,1) sowie ein N € N mit

Vlan < q fiir alle n > N.

Dann ist Z;’;O a; absolut konvergent.

Beispiel:

(wichtig fiir die Anwendung)

Fir {/|an| — g =1 ist kein Riickschluss auf Konvergenz méglich. Es kénnen alle
Félle (absolute Konvergenz, Konvergenz, Divergenz) auftreten.

Philipp J. di Dio (TU Berlin) Mathematik Il — Analysis 8. April 2019 27 /132



Cauchys Verdichtungskriterium

Satz

Sei a = (a;)new eine monoton fallende Folge mit a; > 0. Dann konvergiert die
Reihe Z;io a; genau dann wenn die kondensierte Reihe

Z2j-a2j = ag+2-a3+4-a4+8-ag+...

konvergiert.

Beispiel: {(s Z is (C - zeta)
Jj= 1

@ s < 1: divergent (harmonische Reihe)
@ s > 1: konvergent

ig]ﬂ 115 = iQ(l_s)‘j = iqi mit ¢ := 2!7¢
j=1 % j=1 j=1
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Umordnung von Reihen

Definition

Seien 3772 a; und 3 7 b; Reihen. Wir nennen 3°72  b; eine Umordnung der
Reihe 3772, a;, wenn es eine Bijektion o : o — INy gibt, so dass b; = as(;) fiir
alle j € Ny gilt.

Definition
Eine Reihe Z;io a; heiBt unbedingt konvergent, wenn jede Umordnung Z;io b;
gegen den selben Wert konvergiert. Andernfalls heiBt Z;’;O a; bedingt konvergent.

Satz

[ee] (oo}
Z a; unbedingt konvergent & Z a; absolut konvergent.
j=0 §=0

vy
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Satz

Ist Z;’io a; eine bedingt konvergente Reihe reller Zahlen. Dann gibt es zu jedem
c € R oder ¢ = 00 oder c = —c0 eine Umordnung mit diesem Wert.

Beispiel: Die alternierende harmonische Reihe

L1 + - + log 2

——=—4+-—==-4+... = lo

1 273 1 &
konvergiert nach dem Leibniz-Kriterium, aber ist nicht absolut konvergent. Damit
ist sie begingt konvergent und fiir jedes ¢ € R U {—o00, 00} gibt es eine
Umordnung mit diesem Wert.
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Cauchy Produkt

Satz

Seien 3772 a; und Y 72 b; absolut konvergente Reihen und

J
Cj = aobj +a1bj_1 —|—~-~+aj_1b1 +ijb0 = Zak 'bj_k.
k=0

Dann konvergiert auch 3°7%, c; und es gilt

[e's) 'S} 0
E aj . E bj = E Cj.
j=0 7=0 7=0

i
Beispiel: Fiir die Expotentialreihe exp(z) := g z—' folgt aus dem Cauchy Produkt
: J-
Jj=0

exp(r +y) = exp(z)-exp(y).
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Cauchy Produkt: Beispiel exp

Fiir alle z,y € R gilt:

exp(z) - exp(y)

Philipp J. di Dio (TU Berlin)
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Potenzreihen
Potenzreihen
Definition

Sei (an)nen, eine Folge und x € R. Dann heiBt

> an-a” (*)

Potenzreihe in . (%) sind Funktionen, definiert wenn (x) fiir z € R konvergiert.

v
oo

J
@ Expotentialreihe: exp(x) := Z x— reR
— j!
j=0
o ] 22i+1
Si = , eR
e Sinus: sin(z Z 2] T x
7=0
© 220
o Cosinus: cos(x Z , z€R
7=0
) ) j
o (natiirlicher) Logarithmus: log(1 + ) := Z(—l)ﬁ'lx—_, x € (-1,1]
; J
7=0
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Kapitel 3: Grenzwerte und
Stetigkeit von Funktionen
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Motivation

Bekannt: Eine Folge a = (an)nen konvergiert gegen A € R (oder C), in Zeichen

. n—oo
lim a, = A oder a, — A.
n—oo

Frage: Wenn wir eine Funktion f : R — R haben und wir betrachten die Folge
(f(an))nen. Kénnen wir etwas iiber die Konvergenz oder gar den Grenzwert
sagen? Was muss f erfiillen, damit

lim fla,) = f(A)  baw.  flan) 225 F(A4)

n—oo

gilt?

Antwort: Stetigkeit!
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Grenzwerte und Stetigkeit von Funktionen [ECHFAEIEREILIIL]

Grenzwert-Definition

Definition
Sei f: D CR — R eine Funktion. Wir sagen, dass die Funktionswerte f(x) bei
Anndherung von x € D an xq gegen einen Grenzwert a € R streben, in Zeichen

flz) = q oder lim f(z) = a,
T—>T9

wenn es zu jedem € > 0 ein § = §(g) > 0 derart gibt, dass |f(x) — a| < e gilt fiir
allex € R mit 0 < |z — x| < 9.

Anschauung: Wann immer wir eine Folge (x,,)n,en haben die gegen zg
konvergiert, so soll auch die Folge (f(z,))nc gegen a konvergieren (unabhingig
von der gewihlten Folge!). D.h. egal wie wir zy mit
approximieren/annihern/etc., dann nihert sich auch f(x) auch einer Zahl a an.

Achtung: x # xg bzw. x,, # xg. f muss in z( nicht definiert sein.
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Einseitige Grenzwert

Definition
[ besitzt in o den linksseitigen (bzw. rechtsseitigen) Grenzwert a, falls fiir jede
Folge (x)new mit x,, — xo und x,, < xg (bzw. z,, > x¢), in Zeichen

T—xo . -
f(x) e @ oder :Ivll?r?g f(x) =a,
0

wenn es zu jedem € > 0 ein § = §(g) > 0 derart gibt, dass |f(x) — a| < € gilt fiir
allex € R mit 0 < xg —x < 9.

Aquivalent definieren wir
fl@) ==va,  fl@) oo, fz) T oo

und so auch fur —oco.
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Beispiele
Wollen
|f(z) —a] <e firalle = mit |zo— 2| <d(e).
Q flz)==z, 2 €R:
e Esgilt: lim f(z)=a = zo.
T—xQ
e Seie >0 und d(e) =¢, dann gilt |f(z) —a| = |z — x0| < e =d(e).
Q g(z) =1 2R\ {0}

1
o Esgilt: lim g(z) =a= —.
T—rxTQ o

2
o Sei 1>>¢e >0,z mit |zo — x| < e und §(c) < =32, dann gilt |zo| < 2|z| und

o) —al = |L - Lo RmT) o 2 gy o B
T X0 X - To o i)
Q h(z) = -1+, dann gilt lim ! = oo und lim L _ 00
el & a1z —1 eslx—1
z>1 <1
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Grenzwerte und Stetigkeit von Funktionen [SCIELIE-CIR{TREENFAVE T

Rechenregeln fiir Grenzwerte

Satz
Seien f,g: D C R — R Funktionen mit Grenzwerten

lim f(z)=a und lim g(x) = b.

T—T0o T—To
Dann gilt:
Qo li_>m [ f(z)+ B -g9(x)] =a-a+B-b firalle o, € R.
(2] mli_}r& f(x)-g(z)=a-b.
. f@) _a
(=] mlg;lo @) b wenn b # 0 und g(z) # 0.
Satz

Seien f: D CR und g: f(D) C R — R Funktionen mit lim,_,,, f(z) = a und
lim,_,, g(x) = b. Dann gilt

lim (go f)(z) = lim g(f(x)) =b.

Tr—xTo T—xTo
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Stetigkeit

Definition

Eine Funktion f : D C R — R heiBt stetig in xo € D, wenn

f@) == f(wo)  bzw.  lim f(x) = f(xo).

f:D CR — R heiBt stetig (in D), falls f in jedem xy € D stetig ist.

Bemerkung: Stetigkeit von f in xy bedeutet, dass Funktionsauswertung und
Grenzwertbildung vertauscht werden kann:

T—xQ TrT—TQ

im f(z) = flzo) = f(lim x)

Rechenregeln: Es gelten die gleichen Rechenregeln wie fiir die Grenzwerte (und
Folgen).
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Beispiele fiir stetige Funktionen

Q@ zauf R

@ Polynom p(z) in z auf R
Q |z| auf R

Q 2° mit a € R auf [0, 00)
@ exp(z) =¢” auf R

Q sin(x) und cos(x) auf R

@ Umkehrfunktionen bijektiver,
stetiger Funktionen

Q log(x) auf (0,00)

@ arcsin(z), arccos(x) auf [—1,1]

Philipp J. di Dio (TU Berlin)

Mathematik Il — Analysis

X T—00
0 - == — 0
x? +1 T x
~——
. T
lim — =1:
x—0 |:L‘|

x>0

Fiir jedes x > 0 gilt ‘"LT‘ =1, d.h. fiir
jede Folge (2 )nen mit 2, — 0 und
xn>0giItL“‘:1.

‘zn

Die Falle % -, 5" » 2" und
f(z)-g(x) = ,0- 00" werden wir
spater behandeln kénnen, wenn wir

differenzieren kdnnen:

Regel von de I'Hospital.
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Grenzwerte und Stetigkeit von Funktionen VANMEE IV IGEEw2

/wischenwertsatz

Satz (Zwischenwertsatz)

Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion und f(a) # f(b). Dann gibt es zu jedem
Wert ¢ zwischen f(a) und f(b) mindestens eine Stelle £ € (a,b) mit f(§) = c.

»Anwendung": Existenz von Nullstellen und deren Bestimmung.

Satz
Sei f : [a,b] — R stetig und f(a) - f(b) < 0. Dann hat f in (a,b) eine Nullstelle. J

Interation: Bisektionsverfahren (Tafel).
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Beschranktheit und Min-Max-Prinzip
Beschranktheit und Min-Max-Prinzip

o stetige Funktionen auf abgeschlossenen Intervallen [a, 0]

Satz (Beschranktheit)
Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann gibt es ein M > 0 mit
flx) <M fiir alle x € [a, b,

d.h. f ist beschrankt.

Satz (Min-Max-Prinzip)

Sei f : [a,b] — R stetig. Dann gibt es ein x, und ein x* in [a,b] mit

f(ze) < fl2) < f(27),

d.h. f nimmt auf [a,b] sein Minimum f(x,) und sein Maximum f(x*) an.

@ beide Sitze stimmen auch auf [a1,b1] U - - U [an, b,] (Ubung)
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Kapitel 4: Spezielle Funktionen
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Exponentialfunktion

ool_n
exp: R — R, xl—)Z—'
n!

n=0

Eigenschaften:

exp(0) =1

Euler-Zahl: e = exp(1)

exp(x + y) = exp(z) - exp(y)

exp(—1) = sl

exp(z) > 0 fir alle x € R

exp(z)® = exp(a - x)

streng monoton wachsend: z <y = exp(x) < exp(y)
zErPoo exp(z) =0 und xl;ngo exp(x) = 0o

Folgerung:

exp : R — (0,00) ist bijektiv

Philipp J. di Dio (TU Berlin) Mathematik Il — Analysis 8. April 2019
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Graph der Exponentialfunktion

exp(x) /

=z = 0 T Z
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Natiirlicher Logarithmus

exp(x)
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Natiirlicher Logarithmus

In:(0,00) >R, z~ In(z)

Eigenschaften:
@ verschiedene Schreibweisen: log (meist fiir dekadischen Logarithmus)

eln(zr)=y & z=-exp(y)

e In(1) =0, In(e) =1
e lim In(x) = oo, lim In(z) = —o0
T—>00 z—0

@ Rechenregeln:

In(z - y) = In(z) + In(y), In(z") = n - In(z), ln(%) = —In(x)
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Allgemeine Potenzen

oenclN a>0:
e exp(nln(a)) = exp(In(a™)) = a™

° exp(% In(a))® = ... = a, d.h. exp(= In(a)) = ar

1
n

allgemeine Potenz (a > 0, € R):

x

a” = exp(xz1n(a))

Fir a € (0,1) ist R — (0,00), = — a” streng monoton fallen und bijektiv

Fira € (1,00) ist R — (0,00), x — a® streng monoton steigend und bijektiv

Logarithmus zur Basis @ > 0, a # 1: log, : (0,00) = R,z > log, (x) mit

y=log,(x) < a¥=u.

log, (z) = In(z)
_ log,(z)  In(x) u und a
= Tog.(b) _ In(a) (a,b>0und a,b#1)

Umrechnung: log, ()
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Trigonometrische Funktionen

et x2n+1
sin: R — R, z+— E ()" ————
|
o (2n+1)!

x2n

(2n)!

oo
cos:R—R, z— Z(—l)"
n=0
(2k + 1)m
2

sin(z)
cos(z)

tan 1 {

keZ}%]R, T

@ sin und cos sind 2m-periodisch:
sin(xz + 2m) =sin(z) und cos(z + 27) = cos(z) firallexz € R
@ sin- und cos-Vorzeichenwechsel bei 7-Addition:

sin(x + 7) = —sin(z) und cos(z +7) = —cos(x) fiirallex € R

keZ}
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@ tan ist m-periodisch:
(2k+ )7

tan(z 4+ m) = tan(z) fiir alle z € R\ { 5




Spezielle Funktionen Trigonometrische Funktionen

T 12 m 518,

T ‘ 0 5 @w = 2«
sin(z) |0 1 0 -1 0
cos(z) |1 0O -1 0 1
tan(z) |0 - 0 -0
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Spezielle Funktionen Trigonometrische Funktionen

Beziehungen zwischen sin und cos

@ Pythagoras (z € R):
sin(z)? + cos(z)? =1

Beispiel: Beschrénktheit (x € R)

[sin(z)] <1 und |cos(z)] <1

Beispiel: Nullstellen vs. Min/Max (z € R)

|sin(z)| =1 < cos(z) =0 und |cos(z)] =1 < sin(z) =0
e Additionstheoreme (z,y € R):
sin(z + y) = sin(x) cos(y) + sin(y) cos(x)

cos(z +y) = cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y)

o Beispiel: Vorzeichenwechsel bei 7w-Addition
sin(z + 7) = sin(z) cos(m) + sin(n) cos(x) = — sin(z)
cos(x + m) = cos(z) cos(m) — sin(x) sin(r) = — cos(x)
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Spezielle Funktionen Trigonometrische Funktionen

Additionstheorem fiir tan

Fir o,y € R\ {07 [k e 2] mit o +y e R\ {E507 | € 7} gilt:
tan(z) 4 tan(y)
tan(z +y) =
an(z +y) 1 — tan(z) tan(y) (+)
Spezielle Relativitatstheorie:
o , Definiere” eine Addition & auf (—1,1) hnlich zu (x):
a+b
(—1,1 -1,1 -1,1 L P b=
& (L) x (11) 5 (-1,1), asbi= ;T

e Eigenschaften von @: kommutativ (a ® b = b ® a), Inverses (a & (—a) = 0),
assoziativ ((a; ® a2) P az = a1 B (ax D az) = a1 & az & ag)

sty _ 1 _ 4

+1-1 7 1+f 75

@ Interpretation: a, b, ai, as,as sind Geschwindigkeiten gemessen in Vielfache
der Lichtgeschwindigkeit ¢ := 299792458 m - s~1. @ ist die relativistische

Geschwindigkeitsaddition.
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Spezielle Funktionen Trigonometrische Funktionen

Umkehrfunktionen von sin, cos und tan

@ Die Einschrankungen

T

sin - [*5’ 2} —[-1,1] cos : [0,7] = [~1,1]

™ T
tan : (——, —) —+ R
an 55
sind streng monoton steigend und stetig, d.h. sind bijektiv und somit
existieren die Umkehrfunktionen

@ Umkehrfunktionen sind streng monoton wachsend und stetig:

e Arcussinus: o
in:[-1,1] — [—7,7]
arcsin : | ] 33

e Arcuscosinus:
arccos : [—1,1] — [0, 7]

e Arcustangens:

T
tan: R — (—=, =
arctan : R ( 2,2)

Philipp J. di Dio (TU Berlin) Mathematik Il — Analysis 8. April 2019
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Spezielle Funktionen Trigonometrische Funktionen

Arcussinus arcsin : [—1,1] — [=%

™

) 2,

]

il /2

Philipp J. di Dio (TU Berlin)

arcsin(x) -m/2
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Spezielle Funktionen Trigonometrische Funktionen

Arcuscosinus arccos : [—1, 1] — [0, 7]

T ’
.
’
’
,
,
,
,
’
,
,
’
,
,
.
,
,
,
’
m2 g
,
’
,
i ,
,
1 7
,
.
COS(X;
0
’
,
,
.
,
’
4 X,
T /2 1 K 1 w ™
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Arcustangens arctan : R — (-3, %)

ezielle Funktiol

Trigonometrische Funktionen

2

4 ’
,
,
,
,
,
3 vai
.
.
,
.
.
2 .
.
,
,
.
,
1 0
Z
X
51m/2 —2m —3m/2 En EP) w2 ™ 3m/2 2n 51/2
-7
, =1
,
,
arctan(x)
-2
. -3
l tan(x)
,
,
,
7 4
.
Philipp J. diDio (TU Berlin) Mathematik Il — Analysis 8. April 2019 57 /132



Differentiation

Kapitel 5: Differentiation
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Motivation: Anstieg einer Gerade und Tangenten
o Grade:y=m-z+c
o Anstieg zwischen zwei Punkten (zo,yo0) und (z1,y1):

ﬁ: Yy1i—Y% _ (m-z1+¢)—(m-x0+c¢) _
Ar  x1 —x0 T1 — To

(an jeder Stelle gleich)
o Skizze: Tafel

e Funktion: y = f(x)

o Anstieg zwischen zwei Punkten (zo, f(z0)) und (z1, f(z1)):

Ay _ f(z1) = flo)

Az r1 — Xo

(hangt i.A. von xg und xo ab)
e Frage: Anstieg nahe bzw. an xo (d.h. z1 — x¢)?

Existiert lim 401 = F(#0) h=mi—so o f(@o+h) = flzo),

x1—xTQ Tr1 — Xo h—0 h

Philipp J. di Dio (TU Berlin) Mathematik Il — Analysis 8. April 2019
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Definition der ersten Ableitung

Definition
Sei f : (a,b) = R eine Funktion und zq € (a,b), a < b. f heiBt differenzierbar an
der Stelle xy € (a,b), wenn der Grenzwert

o S @) = f@o) . f(@) — f(wo)

h—0 h T—=r0 X — X

existiert. Dieser Limes heift (erste) Ableitung (Differentialquotient) von f an der
Stelle zy und wird mit f'(xq) bezeichnet:

f(xo) = %IE% flxo + hi)l — f(l‘o).

f heiBt differenzierbar (auf (a,b)), wenn f’(xq) fiir alle xy € (a,b) existiert.
Ist f' stetig, so heiBt f stetig differenzierbar.

Andere Bezeichnungen fiir f'(zq): f(z0), Df(zo), %(wo) (sprich: ,,df nach dz*)
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Beispiele

Q@ f:R—R, z— z?und 20 € R:
f(zo +h) = f(x0)

(zo + h)* — xj

! _ . _ .
N i A
. @3+ 2hxo + h? — 22 . 2hxo + h?
= lim = lim ——
h—0 h h—0 h
= lim 2z + h = 2
h—0
Q@ g:[0,0) > R, z— /z und zy > 0:
h) — V/
g/(xO) = lim g(.’IIO + ) g(x()) — lim J"O +
h—0 h h—0
~ lim (\/IQ—F W)(\/$0+ +\/7) — lim To+ h — xg
h—0 h - (vVxo +h+ /o) h—=0h - (vVzo + h+ /Zo)
h i 1 1

= lim

= lim =
h=0 b+ (Vzo+h+/To) hr=>0yx0+h+To 2v/Zo
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Einseitige Ableitung

Definition

f i [a,b] = R ist rechtsseitig (bzw. linksseitig) differenzierbar in zq € [a,b) (bzw.
xo € (a,b]), wenn

lim f(xo + h) — f(z0) bzw. lim f(xo+h) — f(z0)

h—0 h h—0 h
h>0 h<0

existiert. Die rechtsseitige (linksseitige) Ableitung wird mit f’ (xo) (bzw. f’ (x¢))
bezeichnet.

Bemerkung:

fi(xo) = 7 (x0) = fi(zo) = fL(x0) = f'(x0)

(wie bei Stetigkeit)
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Beispiel einseitige Ableitung

Q@ f:R—R, 2 |z|und 20 =0:

s oon e f(O+h)— f(0) . o+h[—o] _ . [h] _ . _
T N = R
h>0 h>0 h>0 h>0
vy FO+R) = f0) o foh[—f0] . A
R = S A i il
h<0 h<0 h<0 h<0

Also: ' (0) und f’ (0) existieren, aber f’(0) existiert nicht da f’ (0) # f’ (0).

Q@ g:[0,0) > R, z+ /z und 29 = 0:

. g(0+h)—g(0) . VO+h-vO . VB 1

lim ¥>——~ =lim ———— = lim — = lim — = o0,
h—0 h h—0 h h—0 h h—0 v/}

h>0 h>0 h>0 h>0

d.h. ¢/, (0) existiert nicht.

Philipp J. di Dio (TU Berlin) Mathematik Il — Analysis 8. April 2019 63 /132



Differenzierbarkeit = Stetigkeit
Differenzierbarkeit = Stetigkeit

Satz
f:(a,b) = R.
fin zo € (a,b) differenzierbar = f stetig in xg.
Beweis:
() flz) = f(zo) (x—z0) + flzo) 5% fla). 0
Tr — X9 N——
—0
—f'(zo)

Achtung: Umkehrung gilt nicht, wie wir schon fiir die Betragsfunktion |z| gesehen
haben.
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Differentiation Rechenregeln

Rechenregeln

Satz

Seien « € R und f,g: (a,b) = R in zo € (a,b) differenzierbar, dann gilt:
Q Linearitat: (af + g)'(z0) = af'(x0) + ¢'(x0)
Q@ Produktregel: (f - g)'(wo) = f'(x0) - g(x0) + f(x0) - g'(z0)

© Quotientenregel: Mit g'(zo) # 0 gilt ( ) (x0) = (f 99 ) (x0).

Beispiele:
Q@ f(x)=32%—\/z und 2o > 0. Dann gilt f'(xg) = 629 — 2\/1R
Q@ y(x)= fgi und g € R. Dann gilt

(;114> _(<x+1>'-<x2+(;1312§2+1>~<x2+4>/)(xo)
S

x +4 (x+1) 2z —x? -2z +4 —z3 — 2z0 + 4
3 (o) = | —5 o ) (@) = — =g —
(22 4 4)2 (

(2% +4)° zg +4)?
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Differentiation Rechenregeln

Satz (Kettenregel)

Seien f : (a,b) — R differenzierbar in zy € (a,b) und g : (¢,d) — R
differenzierbar in f(xy) € (¢,d). Dann ist g o f in xo differenzierbar mit

(go f),(mo) = gl(f(l”o)) : f’(ﬂvo)-

Beispiel:
h(z) = Va2 + 4. Mit f(z) = 2* + 4 und g(y) = /¥ gilt dann

1 Zo
b (z = ¢ (f(x0) f'(z = — 27 = —F.
(o) (f(20)) - (o) Nz i g
Philipp J. di Dio (TU Berlin) Mathematik Il — Analysis
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DIEEHIEELLI Differentiation von Reihen

Differentiation von Reihen

Satz
Sei (an)nen, ein Folge, so dass die Reihe r(z) := 3", . ana™ fiir alle x € (a,b)
absolut konvergent ist. Dann gilt

Plm) = Z Qn-m-z" L

nelN

Beispiel:

exp(T) = D, en, ‘% Dann gilt

exp(z) = Z % = Z h m=nt x—' = exp(x).

neN ’ nelN
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Extrema
Extrema

Definition

Wir sagen f : (a,b) — R habe an der Stelle xo € (a,b) ein lokales Minimum
(bzw. Maximum), wenn es ein € > 0 gibt mit

flzo) < f(z)  (bzw. f(z0) = f(x))

fiir alle z € (a,b) N (zo —€,20 + €).

Satz

Besitzt f : (a,b) — R einen Punkt xo € (a,b) ein lokales Extremum und ist f an
xq differenzierbar, so gilt f'(xo) = 0.

Bemerkungen:

@ Die Aussage gilt nicht auf abgeschlossenen Intervallen.

@ Die Umkehrung der Aussage gilt nicht (z.B.: 23 auf (—1,1) bei o = 0).
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Mittelwertsatz

Satz

Ist f: [a,b] = R eine stetige Funktion, die in (a,b) differenzierbar ist, so gibt es
eine Stelle £ € (a,b) mit

fO)—fla) = f(&)-(b-a).

Korollar

Ist f :[a,b] — R stetig und differenzierbar, so gilt:

Q@ f/(x) =0 fiir alle x € (a,b) folgt f(x) = const. auf [a,b].

@ Aus f'(z) > 0 fiir alle z € (a,b) folgt f(x) ist monoton steigend.
@ Aus f'(z) <0 fiir alle z € (a,b) folgt f(x) ist monoton fallend.
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Ableitung von Umkehrfunktionen

Satz

Sei f: (a,b) — (c,d) eine stetige bijektive Funktion, die in xo € (a,b)
differenzierbar ist mit f’(xo) # 0. Dann ist die Umkehrfunktion
g=f"1:(c,d) = (a,b) inyo := f(xo) differenzierbar, und es gilt

9 (y) =

Beweis: x = (g0 f)(z) = g(f(z)) = l=2a'=g'(f(2)) f'(z)

= U@ = 0
Beispiel: (In(y))’ = y~! auf (0, ).
Setze f(z) = exp(z) und g(y) = In(y), dann gilt
;o , _ 1 _ 1 _ }
e IO
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Hohere Ableitungen

Definition

Sei f : R — R stetig differenzierbar, d.h. ' : R — R ist stetig, wenn
lim f'(@o + h) — f'(20)

h—0 h

existiert, nennen wir f"(xzg) = (f') (xo) die zweite Ableitung. Schreiben auch:

£ (@o), $L(z0), D2f (o).

Auf diese Weise definieren wir n-te Ableitungen

n

1 a0), T @), D" p(a).

Beispiele
Q fla)=a"= f(x)=n- 2"} :>f”( ) nn—1)-2"2=...=
f @) =nn—-1)-(n—r+1)-2
Q g(x) =sin(z ) o g'(x) = cos(z) = ¢"(x) = —sin(z) = ¢@)(z) =
—cos( ) @ (z) = sin(z) = ...
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Regel von de I'Hospital

Sei f,g: (a,b) = R in g € (a,b) differenzierbar (oder xo = co,—o0). Falls

Satz
lim f(z)= lim g(z) =0 oder = o0
T—XTo T—XT0
gilt und limg _, .., % (eigentlich oder uneigentlich) existiert, dann gilt
L@ L P
T30 :E) T30 g’(x) ’
Beispiele:
o lim sin(x) 8 lim cos(x) _1
x—0 x x—0 1
o lm exp(z) — 1 dF exp(x) )
z—0 In(z + 1) a0 (x + 1)1
exp(z)
8. April 2019

exp(z) d'H i
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Satz
Seien f,g : (a,b) = R in zg € (a,b) k-mal differenzierbar (oder zy = 0o, —0),
k € IN. Falls

lim fO(z) = lim gV(x) =0 oder = oo

T—Tg T—To

firallel =0,...,k—1 gilt und lim,_,,, f(k)( (un)eigentlich existiert, dann gilt

(k)
lim @ = im m
z—zo g(x T—T0 g(k)(x)
Beispiele:
Q lim © —sin(x) H yim 1 —cos(z) H yim sin(z) IH im cos() _1
z—0 3 z—0 322 z—0 0Ox z—0 6
o lim (- 11y i & —s.in(as) H i — 1 — cos(z) dF
z—0 \sin(z) = =0 x -sin(z) =0 sin(z) — x - cos(x)
sin(x) _0

=0 2 cos(x) — x - sin(x)
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@ bisher die Fille % und %

o Frage: Was ist mit
0- o0, 00, o0,

@ Antwort: Umformen.

Beispiele (Tafel):
Q@ lim, oz -In(z) =
Q@ lim; 02" =

x>0

Philipp J. di Dio (TU Berlin) Mathematik Il — Analysis
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Taylor-Polynome: Motivation

@ Beobachtung: Fiir f(x) = Zakmk absolut konvergent auf (—r,7), r > 0.
k=0
Dann gilt
o f(0) =ao
o fl(x) =0 k-ar- 2", dh f(0)=a
o ...
o fM(z) =2 k(k—1)-(k—n+1)-2"™ dh f(0)=n!a,
&) (0
Also: a; = ! k'( ) und

> f(k)
_ Z f ‘(0) .xk- (*)

o Frage: Fiir ein beliebiges f : (—r,7) — R, gilt dann (x) oder wenigstens

k=
)7)
flx) = Zf k'() z¥ + R, (z)

k=0
mit einem gewissen (kleinen) Fehler R,,(z)?
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Definition
Sei f : (a,b) = R n-mal stetig differenzierbar. Dann ist das n-te Taylorpolynom
T 1.z, an der Stelle zo € (a,b) definiert als

f(k l"o
T, f.a0 (2 Z x_xo)k'

Wir definieren das Restglied R,, als

R (x = x0) := f(2) = T, 120 (2)-

Satz (Lagrangesche Restgliedformel)

f:(a,b) > R (n+ 1)-mal (stetig) differenzierbar, xo € (a,b). Fiir
x=xo+ h € (a,b) gibt es ein ¥ € (0,1) mit

f(n+1) (CL'() == 19h)

hn-i—l
(n+1)!

R(@ — o)l =

Es gibt weitere Restgliedformeln (Cauchys Restgliedformel, Integraldarstellungen).
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Lagrangesche Restgliedformel: Beispiele

f(n+1) (xo + 19]1)

Rn - = hn+1.
(== 0) (n+1)!
2 n n+1

T — z T - ST o s

Q¢ —1—1—1!—1—2!—1— +n!+(n+1)!e fiir ein ¥ € (0,1)
.’EB (ES x2n+1 x2n+3

1 = _— _ .. p— n_-~— _]_ 7’L+17 q 19/'

Q sin(z) =w =1+ 5 D Gy T YT Gy o)

fir ein ¥ € (0,1)
Q@ z>—-1und f(z) = (14 2)* mit a € R, a # 0. Dann gilt

fll@)=al+2)*7", f(z) = ala - 1)1 +2)°72,..

f™@)=a(a—1)---(a —n+1)(1+z)*"
d.h. L™ (2) = (¢)(1 +2)>" und somit

1+2)" =1+ (T)x—k (;)x2+---+ (Z)x”-i—Rn(m).
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Beispiel: In(1 + z),

f(x) =In(1+=x)

(Grad 0) von In(1+x)

on Taylor-Polynome

=N
2
—~
8
~
Il
—
—_
~
3
|
—
—
3
I
—_
~—
—
—_
+
5
~
—
|
3

Taylorpolynom (Grad 2) von In(1+x)

Ty =0

Tybe) = x-x%2

Taylorpolynom (Grad 4) von In{1+x)

Taylorpolynom (Grad 5) von In(1+x)

’
2 2 94

0 0

i 55

,
-4 -4
‘
15 <15 =1 -0.5 0 0.5 I 15 2 25 3

Ty(x) =x- x2/2 + Y3

Ty(x) = x- 212 + 533 -xba

Tl = x-x%2 + %33 - x4 + x%/5
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on Taylor-Polynome

Beispiel: v/z, xy =1

HORNCESSS

Taylorpolynom (Grad 0) von sqrt(x)

1 i)

= flla) =32

1-2

= V@) =51

Taylorpolynom (Grad 1) von sart(x)

1-2n—-1
. (; )x1/2—n

Taylorpolynom (Grad 2) von sart(x)

0 05 1 15 2 25 3 35

Tyx) = x/2 + 172

Tyb) = x12 - (x- 1)%/8 + 1/2

Taylor

Taylorpolynom (Grad 4) von sqrt(x)

Taylorpolynom (Grad 5) von sqrt(x)
7

#
>
2 -

£y

0 05 T 5 25 3 35 4

0 05 1 15 2 25 3 35

0 05 1 15 7 25 3 35 a4

) =x/2 - (x- 1)%8 + (x - 1)/16 + 1/2

Tylx) = x/2 - (x- 1)2/8 + (x- 1)I16 - (5 (x-1)H/128 + 172

Tyl) = 12 - (x - 1)%/8 + (x- 1)7/16 -+ 1/2
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Taylor-Reihen

Definition

Sei f : (a,b) — R beliebig oft differenzierbar und z € (a,b). Dann heiBt die Reihe

Tf,z0(x Z f

die Taylor-Reihe von f in xq.

9

Bemerkung: Es ist moglich, dass () nur in = xy konvergiert.

Satz

Gilt lim,, o Ry, (z) = 0 fiir z € (a,b), so konvergiert (x) in x: Ty »,(z) = f(x).
Gilt dies fiir alle x € (a,b), so gilt T 5, (x) = f(x) auf (a,b).
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Bemerkungen:

@ Es kann sein, dass T} ,, in « € (a,b) konvergiert, aber Ty ., (z) # f(z) gilt,
weil R, (x) 4 0 fiir n — oo.
Beispiel:

B exp(—m—lg) x#0
f(x)_{o r=0

Dann gilt ™ (2o = 0) = 0 fiir alle n € IN und somit
Tf@(l’) =0
aber f(x) nicht die Nullfunktion.

@ Ist f durch eine Reihe definiert, so stimmt die Taylor-Reihe mit dieser {iberein.
Beispiele: exp(x), sin(z), cos(x), In(1 + x), etc.
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Integration

Kapitel 6: Integration

., Differenzieren ist Handwerk, Integrieren ist Kunst."
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Motivation: Flacheninhalt

@ Flicheninhalt A eines Rechteckes: Hohe mal Breite Ah - Ab

e Flicheninhalt A einer Treppenfunktion T'(x) = h; fiir x € (x4, 2;41] mit
< x9 < --- < x4 (Skizze Tafel):

k
Z hz . AI7 mit AI’7 = Ti+1 — X4
i=1

@ Approximation der Flache A(f) einer stetigen Funktion (Skizze Tafel):
o f:]a,b] = R stetig
o Zerlegung von [a,b]: x1 =a <22 < T3 <+ < Tpt1 = b
e untere Approximation A(f) durch Treppenfunktion:
f(@):= min f(y)

YyE[w;,xiq1]
z;<z<Tit1

o obere Approximation A(f) durch Treppenfunktion:

f(z):= max f(y)
yE[ri,it1]
z; <x<Tit1

o A(f) < A < A
Mathematik 1l — Analysis 8. April 2019
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Integration von Treppenfunktionen
Integration von Treppenfunktionen
Definition
Sei T : [a,b] — R eine Treppenfunktion, d.h. es gibt

T =a< Ty < < Tpyq =b Undtl,...,tk €]letT(SC) =t; fiir
x € [zi,2;41). Dann definieren wir das Integral von T iiber [a,b] durch

b k
/ T(x)de = Z t; - Ax;
@ i=1

mit Ax; = Tit1 — T;.

Bemerkung: Integral ist von der Zerlegung unabhingig.

Beispiel: Sei 1 = 0,22 = 1.5,23 = 3.5,24 = 5 sowie t; = 1,15 = —1,13 = 2.
Dann gilt

5 3
/ T(.%‘) dz = Zti -Ax; = tl(l‘g — 1)+ t2($3 — ) + t3(l‘4 —x3)
0

i=1

=1(15-0)+ (-1)(35-1.5)+2(5-35)=15-2+2-1.5=25
Mathematik 1l — Analysis 8. April 2019  84/132



Integration von stetigen Funktionen
Integration von stetigen Funktionen
Definition

Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion und injn : [a,b] = R fiir allen € N
Treppenfunktionen mit f (z) < f(z) < ? (x) fiir allen € N und z € [a,b]. Wenn

lim,, 0o f f ) dz = limy, 00 f fo(x) dz gilt und existiert, dann setzen wir
b b b
/a flx)dz = nl;rrgo ) f,(@)dz = nl;rgo fn(x) da.

Beispiel (Tafel): f(z) = z auf [0,1]. Zerlegung: z; = £,i=0,...,n, n € NN.
f, (@) = z; und fo(x) = 2441 fiir € [2;,7,41]. Dann haben wir

1
/ fn(x) dz = (Tafel) un / fo(z) dz = (Tafel).
0

Und somit existiert lim in beiden Fallen und ist glelch fol xr dz.

n—0o0
Hilfe: 7, i = 2%H,
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Integration Rechenregeln fiir Integrale

Rechenregeln fiir Integrale

Satz

Seien f,g : [a,b] — R zwei steige Funktionen. Dann gilt

o

o

b b b
Linearité't:/ (a-f(z)+g(x)) dz =« / f(z) d= —|—/ g(x) dz.

b c b
Intervallzerlegung (c € (a,b)): / f(z) dz = / f(z) dz +/ f(z) dz.

b a
Grenzensymmettrie: / f(z) de = —/ f(z) da.
a b

b b
Monotonie: f < g auf [a,b] = / flz) dz < / g(z) dz.

/abf(x) dz

Dreiecksungleichung:

< / ' |f@)] de.

Bemerkung: Mit (1) kdnnen wir Integrale iiber stiickweise stetige Funktionen

definieren.
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Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Definition
Sei f : [a,b] — R eine (stetige) Funktion und F : [a,b] — R eine (stetig)
differenzierbare Funktion. F' heiBt Stammfunktion von f wenn F' = f gilt.

Bemerkung: Mit F ist auch F' + ¢ eine Stammfunktion. Sind F' und G zwei
Stammfunktionen zu f, dann gilt F' = G + ¢ fiir ein c € R.
Satz

Sei f : [a,b] — R stetig und c € [a,b]. Dann wird durch F(x) := [ f(t) dt eine
Stammfunktion geliefert. Es gilt also F'(x) = f(z) fiir alle 0 6 [a b].

Satz (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (HDI))
Sei f : [a,b] = R stetig und F : [a,b] — R eine Stammfunktion von f, dann gilt

/ f@de = F@)|'_, = F@)-Fla).

v
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Beispiele HDI (Tafel)

2
(] / 2t dz =
—1

2] / sin(z) do =
0

1
Q /fdaj:
1 T

3
o / 2z - exp(z?) dr =
0
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[INESEGILIN  Partielle Integration

Partielle Integration

Idee: (u-v) =v-v4+u-v = v -v=(w-v) —u-v

Satz
Seien f,g : [a,b] — R (stetig) differenzierbar. Dann gilt

b b b
/ F@) e dz = f@)-g@)|_, - / f(@) - ¢'(x) d.

Beispiele (Tafel):

(1] / x - sin(x
w/2

9 / sin(z) - cos(z) da =
0
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[INEEGININ  Substitution

Substitution

Idee 1: f : [a,0] — R und g : [a, B] — [a,b], dann (f(g(2)))" = f'(g9(x)) - ¢' ().
ez 01

Satz

Ist f:[a,b] = R stetig und g : [o, B] — [a,b] stetig differenzierbar, dann gilt

g(b) b
/ e = / fe(@) - () de.
g(a) a

Beispiel: y = 2%, d.h. ¥ = 322, also 22 dv = % dy, neue Integrationsgrenzen:

£U120'—>y1inf:Oundmg:QHyQ:xg:g;

2, v2=8 1 1
/0 2% -exp(z?) do = / .3 exp(y) dy = g(eXp(S) —exp(0)) = g(exp(S) —1).
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Uneigentliche Integrale

Bisher: Integration von (stiickweise) stetigen Funktionen auf [a, b].

Satz

b
Sei f : [a,b] — R stiickweise stetig. Dann existiert / f(z) da und ist endlich.
a

Wir wollen nun folgende Abschwachungen bzw. Erweiterungen betrachten:

e f nicht stetig bzw. beschrinkt auf [a, 8], z.B. f(z) = 2 auf [-1,1]

e offene Intervalle (a,b], [a,b) und (a,bd)
e nicht stetig, z.B. Singularitaten

@ unbeschriankte Intervalle

o (—00,b], [a,00) und (—o0, 00)
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Integration auf [a, oo) und (—co, B

Integration auf [a, 00) und (—o0, b)

Definition
Sei f : [a,00) — R eine Funktion und fiir jedes R > a sei die Einschrinkung

flia,r) + la, R] — R integrierbar. Wenn faR f(x) dz fiir R — oo existiert, dann ist
f auf [a,00) im uneigentlichen Sinne integrierbar und wir schreiben

/:Ofu)dx = nggo/ e
Beispiele:

. R R
Q f:[l,00) 5 R, f(z) = 2. Dann gilt [;" L dz =1In(z)| _, = In(R). Da
flR% dz =In(R) — oo fir R — oo ist f auf [1,00) nicht uneigentlich
integrierbar.
Q@ g:[1,00) > R, g(x) = %. Dann gilt flR% de = _71|f::1 =1-R*' Da
flR ddz=1-R™' —1fir R— oo ist g auf [1,00) im uneigentlichen
Sinne integrierbar und es gilt

< 1 S|
/ - dzx = lim — dr = lim 1-R™" = 1.
1 X R—o0 1 T R—o0
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Integration auf [a, oo) und (—co, B

Aquivalente Definition fiir (—oo0, b]:

/boofmdm = Rgmm/f

Definition
Sei f : R — R und fiir ein ¢ € R existieren die beiden Integrale

/_COO f(z) dz und /Coo f(x)

im uneigentlichen Sinne, dann existiert und gilt

/_O;f(x)dx = /_Coof(x)da: + /Coof(m)dx_
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Integration Integralvergleichskriterium fiir Reihen

Integralvergleichskriterium fiir Reihen

Satz
Sei f : [1,00) — [0,00) monoton fallend. Es gilt:

o o0
/ f(z) da existiert &= Z f(n) konvergiert.
1 n=1

Beispiel:
Sei f:[1,00) = [0,00) mit f(x) =z% « < 0. Es gilt

[o'e) o0
/ x® dx exisistiert & Z n® konvergiert & a < —1.
1

n=1
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Integration Majoranten-Kriterium fiir Integrale

Majoranten-Kriterium fiir Integrale

Satz

Seien f,g : [a,00) — R zwei Funktionen. Wenn

[f(@)] < g(x) fiir alle x € [a,0)

oo
gilt und / g(x) dx existiert, so existiert auch
a

/:O f(z) dz.

Beispiel:

(Tafel)
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Inegration auf [a, ) und (a. b
Integration auf [a,b) und (a, 0]

Definition
Sei f: (a,b] = R. f heiBt iiber (a,b] integrierbar im uneigentlichen Sinne wenn
b b
/ flx)dz = lim/ f(z) dz
@ e—0 G
e>0

existiert. Aquivalente Definition gilt auf [a, D).

Beispiel: f(z) = \1[ = 271/2 auf (0, 1]. Dann gilt

= =

e=0 /. e—0 =€ e—0

1 1
/ 22 dz = lim 22 dz = lim 22'/? _— lim 2 — 2¢1/2 = 2.
0 e>0 e>0 e>0
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Numerische Integration

Problem:

b
° / f(x) dz lasst sich oft nicht exakt bestimmen.

Idee:

@ Approximiere f, z.B. mit Polynom P, und integriere dies:

/abf(x) dz =~ /abp(x) dz.

o Ersetze Integration durch (endlich viele) gewichtete Punktauswertungen:

k
/]Rf(x)dx = ZZ:;czf(xl)
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Mittelpunktregel

Satz
Sei f : [a,b] — R stetig und setze

M(f,ab) = f (b;”) (b a).

Wenn f zweimal stetig differenzierbar ist und C > 0 mit |f"(z)| < C auf [a,b],
dann gilt der Fehler

b
/ f(z) dz — M(f,a,b)

Verbesserung: Teile [a,b] in n gleichgroBe Teilintervalle und wende auf jedem
Teilintervall die Mittelpunktregel an. Fehler:
(b—a)’

<
s 24n?
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Integration Numerische Integration

Trapezregel

Satz
Sei f : [a,b] = R stetig und setze
f(0) + f(a)

T(f,a,b) := #(b—a).

Wenn f zweimal stetig differenzierbar ist und C' > 0 mit |f"(x)| < C auf [a,b],
dann gilt der Fehler

(b—a)?®

15 C.

b
/ f(z) dz —T(f,a,b)| <

Verbesserung: Teile [a,b] in n gleichgroBe Teilintervalle und wende auf jedem
Teilintervall die Trapezregel an. Fehler:

(b—a)®
12n2
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Integration Numerische Integration

Simpsonregel

Satz
Sei f : [a,b] — R stetig und setze

stran) = 50 (f@+ar (B50) +50).

2

Wenn f viermal stetig differenzierbar ist und C > 0 mit |f)(z)| < C auf [a,b],
dann gilt der Fehler

(b—a)®
180

b
/ f(@) do - S(f,ab)| < c.

Verbesserung: Teile [a, b] in n gleichgroBe Teilintervalle und wende auf jedem
Teilintervall die Simpsonregel an. Fehler:

] (b—a)®

180n*
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Integration Numerische Integration

GauBintegration

Satz (Richter 1957)

Seien fo, ..., fn: I CR — R integrierbare Funktionen und w(zx) > 0 eine
Gewichtsfunktion. Dann gibt eseink € N mitk <n+1, x1,...,z; € I und
C1y...,¢ > 0 so dass

/I f@) w@ e = Ye S

fiir alle f = agfo+ -+ anfn, a; € R. Sind fy, ..., fn Polynome vom Grad
héchstens n, dann gilt sogar k <[] ([q] = q aufgerundet).

7:122

(z)
r) = ——— auf [—1, 1]: GauB-Chebyshev-Integration
V1—z2
auf (—oo, 00): GauB-Hermite-Integration
(2) (=00, 00) g
)
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Gewshnliche Differentialgleichungen

Kapitel 7: Gewohnliche
Differentialgleichungen

»Wenn Differenzieren Handwerk ist und Integrieren Kunst,
dann ist das Losen von Differentialgleichungen Magie."
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Motivation: Bakterienwachstum und radioaktiver Zerfall

e N(t) Anzahl der Bakterien zur Zeit ¢

o Annahme: Anderung AN (t) der Bakterienanzahl ist proportional zur Anzahl
der Bakterien und der Zeitinderung At:
AN(t) N(t+ At)— N(t)
AN (t) = aN(t)A = ~aN
(t)  aN(t)At = At At aN(t)
~ fim N(t+ At) — N(t)
At—0 At

= N'(t) = aN(t) (%)

o Losung durch hinschauen: N(¢) = N(0) - exp(at) 18st (). Einsetzen:
N'(t) = (N(0) - exp(at)) = N(0) - cexp(at) = aN(t)

@ () beschreibt mehr:

e « > 0: (exponentielles) Wachstum (von Bakterien u.a. Lebewesen, Zinseszins,
etc.)
e a < 0: (exponentieller) Zerfall (von radioaktiven Elementen, Inflation, etc.)
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Gewshnliche Differentialgleichungen [VISANEYTeN

Fazit:
e Die Funktion N(t) erfiillt die Gleichung
N'(t) = aN(t) bzw. 0=aN(t)— N'(t). (%)

@ (x) ist eine Gleichung in der Unbekannten N (¢)

Fragen:

o Existenz: Wann haben Gleichungen der Art () oder kompliziertere
Gleichungen eine Losung?

o Eindeutigkeit: Wenn (x) eine Losung hat, dann wie viele?

@ Beschreibung der Lésung: Wie sieht die Losung aus? Wie kann sie angegeben
werden, z.B. in einer Formel?
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Definition Gewohnliche Differentialgleichung
Definition

Sei I eine Funktion in n + 2 reellen Verdnderlichen, n € INy. Eine gewdhnliche
Differentialgleichung (GDL) der Ordnung n ist eine Gleichung der Gestalt

F(z,y,y,y",...,y™) =0. (%)

Die Funktion y(z) wird eine Lésung (oder Integral) von (x) auf dem Intervall I
genannt, wenn y(x) n-mal stetig differenzierbar ist und

F(z,y(@), ¢ (x),...,y™ () =0

fiir alle x € I gilt. Der Graph von einer Lésung y(x) wird Lésungs- oder
Integralkurve genannt. Anfangswertproblem (AWP): xq, yo = y(xo), - .,
y"=Y(x0) = y,_1 sind fiir die Losung y(x) vorgegeben.

Beispiele:
Q@ N'(t)=aN(t) = F(xg,x1) = axg— x1: GDL 1. Ordnung
Q@ P'=aP+bP? = F(x9,21)=axo+ bz — z1: GDL 2. Ordnung
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Homogene lineare GDL 1. Ordnung
Homogene lineare GDL 1. Ordnung
Homogene lineare GDL 1. Ordnung:
y'(z) =a(z) -y(z)  bzw.  0=a(z)y(z)—y'(z) (%)

o linear: y, ¥ (y” etc.) kommen nur in 1. Potenz und ohne Produkte zwischen
einander vor (z.B. y - ¢/ etc.). Allgemein:

0= ag(z) + ar(x) - y(z) +az(z) - y' (@) + -+ an(@) - y™(z) ()
@ homogen: ap(z) = 0 in (xx)

Satz

Sei a : R — R eine stetige Funktion und sei yo € R. Dann hat die homogene
lineare GDL 1. Ordnung () mit den Anfangswerten xy und y(zo) = yo genau eine

Lésung und diese ist
o) = ([ att) at).
To
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Beispiel einer hom. lin. GDL 1. Ordnung mit AWP

Bakterienwachstum (o > 0) mit AWP t; = 0 und Ny = N(0):

N'(t) = aN(t)
Lésung (nun berechnet, nicht geraten oder gesehen):

N(t) = Ny - exp (/Ota d:c> = Np-exp(a- (t —0)) = Np - exp(a - t)

E-Kolibakterien: Verdoppelung aller 20 min. Wie groB ist a?

o _ N(t+20min)  Ngexp(a(t+ 20 min))

= exp(« - 20 min)

N(t) Ny exp(at)
In(2
= Ih2)=a-20min = a= %0) min !
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Inhomogene lineare GDL 1. Ordnung

Inhomogene lineare GDL 1. Ordnung:

y'(x) =bx) +a(z)-y(x)  bzw.  0=0b(z)+a(@)y(z)—y'(z) ()

Satz

Seien a: R — R und b: R — R stetige Funktionen und yy € R. Dann hat die
inhomogene lineare GDL 1. Ordnung (*) mit den Anfangswerten o und
y(x0) = yo genau eine Lésung und diese ist

y(z) = exp ( /x alt) dt> - (yo + L w o (— /w t Al ds) b(t) dt) .
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Separierte GDL 1. Ordnung

Separierte GDL 1. Ordnung:
y'(z) = a(x) - by(x)) (*)

@ separiert: (%) kann zu %}) = a(x) umgeschrieben werden (linke Seite héngt
nur von y und die rechte nur von x ab, d.h. z und y sind separiert)

Satz

Seien I,J C R Intervalle, a : I — R und b : J — R stetig mit b(s) # 0 fiir alle
s € J. Seien xg € I und yg € J. Setze

Ax) = /x: a(t) dt un / —— ds.

Dann hat das AWP von (x) mit xo € I und yo € J die eindeutige Lésung

y(x) = B~ (A(x)) auf I.
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Kapitel 8: Funktionen in
mehreren Variablen
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[ZLISTNENRL NG ICHRVEGELIII  Beispiele, Motivation und Definition

Funktionen in mehreren Variablen

e R" =R x---xR
—_——

n-mal

e z=(x1,29,...,7,) ER";, n=2:(z,y) €R?% n=3:(v,y,2) € R?

Beispiele:
. R-V
o ideales Gas: p =p(V,T) = T
e Temperatur T' € (0, 00)
e Volumen V € [0, c0)
o allgemeine Gaskonstante R

@ Abstandsnorm: || - || : R" = R, |

Allgemein:

e =Vl ot

fi(wy, .. wn)
f:DCR" = R™, f(r1,...,2,) = :

fm(xlv cee 7xm)
Beispiel: Strémung (an jedem Punkt (z,vy,2) € R? hat die Fliissigkeit/das

Gas/etc. eine Flussrichtung (vg, vy, v,) € R?))
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Funktionen in mehreren Variablen Folgen und Konvergenz

Folgen und Konvergenz

Definition

Sein € N und sei 2® = (2" ... 2{F) € R fiir alle k € N. Dann ist

k
(@®)pen = ((955 L ,mﬁf)))kem

eine Folge in R™ und jede Folge ist von dieser Form. Wir sagen eine Folge

2 ) e konvergiert gegen © = (21, . ..,z,) € R™, in Zeichen
( € giert geg P

k .
B E22% 0 oder  lim 2% =g,
k— o0

wenn z(¥) in jeder Koordinate (Komponente) konvergiert: z\¥) X2 % fiir alle

9

1=1,...,n.
k-1 1
S k2+1 k— .
Beispiel: z(F) = sin(1 — k71) 27, sin(1)
(14 k1P e
Mathematik Il — Analysis 8. April 2019  112/132



e e Voo R
Stetigkeit
Definition

Sein,m € N und f : R"™ — R™ eine Funktion. f heiBt stetig in
c=(c1y...,¢,) €R™, wenn

lim f(z) = f(e) = f (lim x) ,

T—>C r—rc

d.h. wenn fiir jede Folge (*) — ¢ gilt f;(z™®)) — ¢; fiirallei =1,...,m.

Satz
f=(f1,-.., fm): R™ — R™ stetig genau dann wenn alle f; : R — R stetig.

Beispiel:
2 +yz—7
[R5 RE f(z,y,2) = | sin(@ 4y —2)
x2+4
r2y2+1
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Richtungsableitungen und Partielle Ableitungen
Richtungsableitungen und Partielle Ableitungen

Definition
Sei f:UCR" >R, x€U unda€R",
an x in Richtung a, wenn er existiert, ist

a| = 1. Die Richtungsableitung von f

0 t) —
OF 1)y S+ at) = 1 (@)
oa t—0 t
Fiir a = e; der i-the Standardeinheitsvektor, i = 1,...,n, haben wir die partiellen
Ableitungen
of, . Of

= () = 51 (@) = (@) (x) = (D:f) (@)
f heiBt einmal stetig differenzierbar, wenn alle 0; f existieren und stetig sind.

Aquivalent: Hohere Ableitungen 0% f, 9,0, f, etc.

Beispiel: (Tafel)
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Funktionen in mehreren Variablen [ECEIZAVIESIWETe2

Satz von Schwarz

Satz
Sei f : U C R™ — R zweimal stetig differenzierbar, dann gilt

8:i0;f = 0;0:f
firallei,j =1,...,n.
Beispiel: (Tafel)
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Funktionen in mehreren Variablen Spezielle Differentialoperatoren |

Spezielle Differentialoperatoren |

Q@ f:U CR"”™— R. Gradient bzw. Nabla-Operator
81f a1
grad f = : = Vf mit V=|":
Onf On
Interpretation: Wird f als Hohenfunktion interpretiert, so ist grad f = V f die
Richtung des steilsten Anstieges.
Minima/Maxima: grad f = 0 notwendig.
Q@ f:U CR"™— R™. Jacobimatrix

Ofi Oafs ... Onfi
Onfm O2fm ... Onfm
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QIO EN RN ENEICIRYEGELIIE  Minima und Maxima

Minima und Maxima

Definition

Sei f : R™ — R zweimal stetig differenzierbar. Wir definieren die Hessematrix

BIOVT B16af - BiOnf
0102f O20of ... O020nf
Hess(f) := ) . .
010uf 0Buf .. Onduf

Satz

Sei f : R™ — R zweimal stetig differenzierbar. f hat an xe, ein Extrempunkt
(Minima oder Maxima) genau dann wenn grad f(zex) = 0 und Hessf(xex) hat nur
positive (Minima) oder negative (Maxima) Eigenwerte.

v

Bemerkung: Hat Hessf(zex) negative und positive Eigenwerte, so ist zex €in
Sattelpunkt.
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Kettenregel |l

Satz

Sei f : U CR™ — R stetig differenzierbar und ¢ = (p1,...,pn) : [a,b] = U eine
stetig differenzierbare Kurve. Dann ist die Funktion f o o stetig differenzierbar und
es gilt

ff Z o) = ((erad f)(p(x)), ¢').

Beispiel: (Tafel)

Bemerkung: Fiir die Kurve ¢(t) = z + ¢ - a mit festem a € R" gilt

D) = (madHe@)a) = adif@) 4+ adnf@),

d.h. jede Richtungsableitung af lasst sich aus dem partiellen Ableitungen 0; f
berechnen.
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Kettenregel IlI

Satz

Seien f:V CR™ — R™ und p : U C RP — V C R"™ stetig differenzierbare
Funktionen. Dann gilt

(D(fop))(z) = (Df)(p(2))- (Dp)(z).
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q n
Integration auf R

Satz

Sei G = [a1,b1] X -+ X [an,by] C R™ ein n-dimensionales Rechteck und
f: G — R stetig. Dann gilt:

by bn
/ f(z) d"z ::/ / flze, ... x,) doy, .. . day,
G T1=ai Tp=0n

wobei die Reihenfolge der Integration x1,xo, . .., x, beliebig gewahlt werden kann.

1 1 1
/ / / 2y?zdzdyde=...
=0 Jy=0 J z2=0

4

Beispiel:
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Bogenlange
o Frage: Welche Linge L hat eine Kurve ¢ : [a,b] — R™? Dabei ist ¢ stetig.
e Es gibt Kurven ¢ : [a,b] — R, die keine endliche Linge besitzen!

Satz

Sei  : [a,b] — R™ eine einmal stetig differenzierbare Kurve, dann ist die Linge
L(y) der Kurve ¢ gegeben durch

b b
L) = [ VOR dt = [ \fel0R + -+ oh(0? .

o Interpretiere dabei ¢’(t) als Geschwindigkeitsvektor und /¢’ ()% = ||¢’(¢)||
als Geschwindigkeitsbetrag: Weg = Integral von Geschwindigkeit iiber Zeit
Beispiel: Schraubenkurve ¢ : [0, 27] — R?, (t) = (Rcos(t), Rsin(t), ht). Damit
gilt ¢'(t) = (Rsin(t), —Rcos(t), h) und

2

27
Lig)= | /R?sin(t)> + R%cos(t)> + k2 dt = [ /RZ+h2 dt
0 0

= 2m+/ R? + h2.
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Wegintegrale |

@ Frage: Ein Schwimmer bewegt sich entlang einer Bahn ¢ : [a,b] — R? in
einem Fluss mit der Strémung v : R? — R2. Wie viel Energie muss er
aufwenden um von @(a) nach ¢(b) zu schwimmen?

e Ein parametrisierter Weg ¢ : [a, b]R™ heiBt reguldr, wenn ||¢’(¢)|| # O fiir alle
t € [a,b] gilt.

@ Antwort fiir Schwimmer: Am Punkt ¢(t) schwimmt der Schwimmer in
Richtung ¢’ (t) mit Geschwindigkeit ||¢’(x)|| und gegen die Strémung
v(p(t)). Er spiirt also die Kraft proportional zu (v(p(t)), ' (t)).

Definition
Sei ¢ : [a,b] — R"™ eine einmal stetig differenzierbare Kurve und v : R™ — R"™ ein
Vektorfeld. Dann definieren wir das Wegintegral W (y) als
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Funktionen in mehreren Variablen Spezielle Differentialoperatoren I

Spezielle Differentialoperatoren Il

Q@ f=(f1,---,fn) : UR™ = R". Divergenz
divf = V-f = 0ifi+ -+ 0Oufn

Interpretation: f = (f1,..., fn) ist ein Vektorfeld (jedem Punkt x € R™ wird
eine Richtung f(x) € R™ zugeordnet, fiir n = 3 z.B. Strémung). div f(x)
gibt dabei an, ob die Vektoren auseinander/zusammen strémen (Quellen).
div f = 0 bedeutet quellfrei.

Q f=(f1,f2 f3) : R® = R3. Rotation

01 h Oa2f3 — 03 f2
rotf = Vxf = O | x| fo = O3f1 — 01 fs
03 f3 O1fa — 02 fa

Interpretation: rot f(x) € R3 gibt die Richtung an, um der sich das Vektorfeld
dreht (Drehachse). Der Betrag |rot f(x)| gibt die Stirke der Drehung an.
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QUGN EN RGN ENECIRVEELIIIE  Helmholtz-Theorem

Helmholtz- Theorem

Satz (Helmholtz-Theorem)

Sei f = (f1, f2, f3) : R® — R3 ein zweifach stetiges Vektorfeld welches fiir groBe
Abstédnde hinreichend schnell gegen null geht. Dann lasst sich f eindeutig als
Summe

f fd + fr

in einen divergenzfreien Teil fq (div fq = 0) und einen rotationsfreien Teil f,
(rot f, = 0) zerlegen. Dabei gibt es auch ¢ : R®> — R und A : R® — R mit

fa=rot A und fr=—grad ¢.

Satz (Integrabilitdtskriterium)
Sei f=(f1,---,[n) : R® = R™. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
Q 0,f;=0;fi firallei,j=1,...,n. (n=3:rot f =0)
@ Es gibt eine zweimal stetig differenzierbare Funktion ¢ : R™ — R mit
f=grad .
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Wegintegrale |l

Definition
Sei v : R™ — R™ ein Vektorfeld und ¢ : [a,b] — R™ ein einmal stetig
differenzierbarer Weg. Wenn das Wegintegral

nur von den An- und Endpunkten A = p(a) und B = ¢(b) abhangt, dann heiBt
W wegunabhéngig.

Satz
Seiv : R™ — R™ ein stetiges Vektorfeld. Es sind dquivalent:
@ W ist wegunabhingig.

@ Jeder geschlossene Weg ¢ (An- und Endpunkte sind gleich: A = B) hat
Wegintegral gleich null: W () = 0.

@ (Integrabilititsbedingung) Es gilt 0;v; = O;v; fiir alle i, j =1,...,n.
@ (Potential) Es gibt ein © : R" — R mit v = grad ©.
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Ausgewihlte Anwendungen

Kapitel 9: ausgewadhlte
Anwendungen
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Systeme von GDLs: Reaktionsdynamik
Systeme von GDLs: Reaktionsdynamik

@ Reaktion (chemisch, Kernzerfille, etc.): A Myrkp
o Geschwindigkeitsgleichungen (System von GDLs):

N, (t) = —k1Na(t), N4(0)=n
Nip(t) = kiNa(t) — kaNy(2), N;(0) =0,
Np(t) = kaNi(t), Ng(0) =0
@ Verbindung A:
Na(t) =mna -exp(—k; - t)
o Verbindung I (ki # k»):

na -kl
N =

(exp(—k1t) — exp(—kat))
o Verbindung B:
NB(t) =MNag — NA(t) — NB(t)
o Zeitverlauf: (Skizze an Tafel)
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Totales Differential

o Kettenregel Il (Ableitung entlang einer Kurve):

difey) _ Of den | L Of den
dt Ox; dt Ox, dt
@ v =(p1,...,p,) sind Koordinaten der Kurve, also z1 = ¢1,..., 2, = @n,

welche in f eingesetzt werden
@ Mit formalen Ausdriicken® df und dz; ergibt sich das totale Differential

of of

V= o o,

-dxy + ...+ -dx,

@ Beispiel: ideales Gas p-V =n - R - T, allgemein: p(T, V') und
dp dp
dp=|—=) -dT — | -dV
r=(57), 7+ (o),

Lin der Mathematik als 1-Formen aufgefasst
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Ausgewihlte Anwendungen Zustandsfunktionen

Zustandsfunktionen

@ Seien f1,...,fn : R™ — R Funktionen. f1,..., f, gehdren zu einer
Zustandsfunktion f, wenn sie die Integrabilitdtsbedingung gi; = % fur alle
1,7 =1,...,n erfiillen.

o Fiir eine Zustandsfunktion f gilt dann f; = g{,.

Wi&rme W und Arbeit @) sind keine__ Zustandsfunktionen, die Anderungen sind
wegabhingig. Daher werden diese Anderungen mit §W und dQ) bezeichnet
um die wegabhangigkeit zu unterstreichen.

Die innere Energie U deren Anderung sich als Summe von Arbeit und
Wairme(dnderung) definiert ist wegunabhingig. Daher schreiben wir

dU =6Q + dW.

Die Anderung % stellt sich in der Thermodynamik ebenfalls als
wegunabhangig herraus. Damit wird die Entropie S beschrieben: dS = ‘SQ%.
Da die Arbeit 6W = —p dV ist und §Q,.., = T dS gilt

ou ou
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Ausgewihlte Anwendungen Zustandsfunktionen

@ Da die innere Energie U und die Entropie Zustandsfunktionen sind, d.h. nur
vom Zustand des Systems abh&ngen, so ist auch die freie Energie F'
(Helmoltz Energie A)

A=F = U-TS

eine Zustandsfunktion mit: dF :=dU — T dS —SdT =-S5 dT —p dV.

@ Da Druck p und Volumen V' eine Zustandsfunktion sind, ist somit auch die
Enthalpie H := U + pV eine Zustandsfunktion mit dH =7 dS + V dp.

e DaU,H,F,T,S,p und V Zustandsfunktionen sind, so ist auch die Gibbs
Energie G eine Zustandsfunktion: G:=H —-TS=F+pV =U-TS+pV,
d.h.

dG=dU -T dS—-SdT' +pdV + Vdp

und mit dU =T dS — p dV folgt

oG oG

dG =-S5 dT dp=|—=) dT — d
G S +Vdp <8T)p +(8p>T Ds

oG oG
d.h. <> =-S5 und () =V.
oT » op ) r
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Maxwell Relationen

Da U, H, F und G zweimal stetig differenzierbar sind folgend aus der totalen
Ableitung und dem Satz von Schwarz die folgenden (Maxwell) Relationen:
e dU =T dS —p dV, d.h. U ist Funktion von S und V (U = U(S,V)) mit

T= ou (Y und TN __ (%
“\as), P77 \av), v ).~ \as),

e F=F(T,V) mitdF =-5dT —pdV:
S=- or __ (% und 95Y _ (o
~\or), T \av), ov ), \ar),
e H=H(S,p) mitdH =T dS+V dp:
0H 0H oT ov
(o), (@), (6 (),
s/, dp ) ¢ o) s as ),
0G oG oS ov
=), 7=(&), 0 (5),- (),
oT » op ) op ) oT »

e G=G(T,p) mitdG =-SdT +V dp:
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