Analysis & Lineare Algebra Dr. Philipp J. diDio
Sommersemester 2024 Universitdt Konstanz

Tutorien-/Selbstiibungsblatt 1

Begleitend zu dieser Vorlesung empfehle ich auch die Videoaufzeichnungen von
Bastian Goldliicke auf YouTube.
Als zusétzliche Literatur zu die Vorlesung empfehle ich
e S. Hildebrandt: Analysis 1, Springer Verlag.

In diesen Tutorienbldttern werden auch Dinge wiederholt oder zusétzlich angeboten.
Diese Kapitel sind mit einem * gekennzeichnet. Die betrifft in diesem Blatt zum Beispiel
das Kapitel iiber komplexe Zahlen.

1.1 Die Zahlenbereiche IN, Z, ), R

Fiir eine einfache, aber trotzdem mathematisch korrekte, Einfiihrung in die Zahlenbereiche
e N=1{0,1,2,3,...}
e Z={...,-2,—-1,0,1,2,...}
— P
e )= {q
e R

pEZ,qGM}

siehe zum Beispiel

e H. Koch: Fine Finfiihrung in die Mathematik, Springer Verlag.

1.2 Mengenlehre und Michtigkeit von Mengen

Fiir eine einfache, aber trotzdem mathematisch korrekte, Einfithrung in die Theorie der
Mengen und Méachtigkeiten von Mengen siehe zum Beispiel

e O. Deiser: Einfiihrung in die Mengenlehre, Springer Verlag.

1.3* Komplexe Zahlen

...sind wie reelle Zahlen, nur komplexer. In den komplexen Zahlen C kénnen wir wie in
R addieren, subtrahieren, multiplizieren und dividieren.
In C gibt es neben der 1 auch noch . Jede komplexe Zahl z € C lésst sich schreiben
als
z=a+b-1

mit eindeutigen reellen Koeffizienten a,b € R. Dabei gilt

i =—1.
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Addition und Subtraktion. Haben wir zwei komplexe Zahlen
zZ1=a;+by -1 und Zo =as+ by -1
gegeben, so konnen wir sie addieren und subtrahieren. Fiir die Addition haben wir
21+ 20 = (a1 + by -0) + (a2 + by - i) = (a1 + az) + (by + ba) - @
und fiir die Subtraktion haben wir
21— 29 =(a1 +by i) — (ag + by i) = (a1 — ag) + (by — by) - 4,

d.h. sowohl Addition als auch Subtraktion sind komponentenweise erklart. Wir behandeln
also beide Teile (a-Teil Realteil und b-Teil Imaginérteil) getrennt. Wir haben z. B.

(A+i)+(3—2)=443+i—2=T7—i

und
(4+1)—(3—-2)=4—-3+i+2i=1+ 3.

Aufgabe 1.3.1. Seien
z1 =141, 2o =16 + 44 und 23 =7T7— 31
gegeben [l Berechnen Sie:
a) z1 + 2,
b) 2z + 23,
c) 2 —
d)

29 — 3.

Multiplikation. Haben wir wieder zwei komplexe Zahlen
Z1 = ai; + bll und 29 = Q9 + bgl

gegeben, wie konnte die Multiplikation beider aussehen? In der Addition und Subtraktion
haben wir die Real- und Imaginérteile separat addiert bzw. subtrahiert. Bei der Multipli-
kation konnen wir dies ebenfalls machen und wenden das bekannte Ausklammern eines
Produktes mit zwei Faktoren an:

Z1 29 = (CLl + bll) . (CLQ + ng)
= aiag + Cblbgi + blZ - Q9 + bll . bgl
= ayag + bibyi® + (a1by + aghy )i

wobei wir mit i2 = —1 bekommen

= a1Q9 — blbg + (a1b2 + (lgbl)i.

So haben wir
(1+i)(2—-i)=2—i+2i—i*=2+i+1=3+i.

'Wir kénnen dabei das - zwischen b und i weg fallen lassen, d.h. 4 - i wird einfach 4i.
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Aufgabe 1.3.2. Seien
z1 =141, 29 =3—2 und z3=—1-+1
gegeben. Berechnen Sie:

a) z1- 29,

o

21+ 23,

C) 22 23,

e (Zl + ZQ) + 23,

)
)

d) 2z,
)

£) 21+ (22 — 23).

Konjugation. Da wir in einer komplexen Zahl zwei Komponenten haben (Real- und
Imaginérteil) betrachten wir zu einer komplexen Zahl
z=a+b
mal die folgende Zahl
Z:=a — bi.
Multiplizieren wir beide Zahlen bekommen wir
z-Z=(a+bi)(a—bi)=a®—b%*=a*+b*>0.

Also ist fiir jede komplexe Zahl z € C das Produkt z-Z immer reell und sogar nicht negativ.
Bei gegebener Zahl z € C ist also auch Z interessant. Wir nennen z die zu z konjugierte
komplexe Zahl, sprich “z-quer”. Konjugation vertréagt sich mit Addition, Subtraktion und
Multiplikation:

21+ 2 =71 + %, 2N — 2 =71~ 2 und Z1 - 72 = 21+ %2
Aufgabe 1.3.3. Seien
271 =141, 29 =3 —4i und 23 =—24+21

gegeben. Berechnen Sie:
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Betrag. Bei der komplexen Konjugation haben wir schon gesehen, dass
z-z2>0
fiir alle z € C gilt. Wir konnen daher die Wurzel daraus ziehen und bezeichnen
12| =vz-Z
als den Betrag von z € C. Wir haben
la + bi| = Va2 + b2,

d.h. der Betrag von a + bi ist genau der Euklidische Abstand zwischen a + bi und dem
Koordinatenursprung 0 in der komplexen Zahlenebene C = R?. Die folgenden (Un-
)Gleichungen lassen sich einfach nachrechnen:

1z| = |z, |21 - 22| = |21] - |22], |21 + 22| < 21| + |22

Wir haben auch
2| =0 & z=0.

Aufgabe 1.3.4. Seien
znn=1+1 und 29 =2 — 31

gegeben. Berechnen Sie:
a) |Zl|7

b

) ‘22‘7
c) |z,

Division. Haben wir zwei komplexe Zahlen 2,25 € C gegeben, wollen wir auch die
Division
21
2
betrachten. Aus der komplexen Konjugation wissen wir schon, dass z; - Z3 > 0 ist, also
insbesondere reell ist. Und mit
|z =0 = z2=0

bekommen wir mit dem Trick der Erweiterung

R )

Zo Zyt 7o

dass wir die Division durchfithren konnen, wenn 2z # 0 gilt, und dass wir sie ausrechnen
kénnen, indem wir sie auf die Division in R zuriickfithren kénnen. So bekommen wir

3

1+ 1
c(1=3i)==— 24
(1=30) =5 -5

141

2—i  (2—1)-

—~
~—

2—i)(1-4) 1-30 1
(1+i)(1—1) 2 2

L+7  (i4+1)-

—~
~—
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Aufgabe 1.3.5. Seien
z1 =241, 2o =—142 und z3 =34+ 2

gegeben. Berechnen Sie:

21
2) o

zZ2
b) —,

zZ3

C) Z—l,

Z3

d)

21'22.

Eulersche Formel. Da wir nun wissen wie wir addieren und multiplizieren, konnen wir
Polynome
co+c1z+ -+ 2"

komplex betrachten, d.h. ¢, ..., c,, 2z € C. Da wir auch den Betrag zur Verfiigung haben,
konnen wir auch Reihen?

>

k=0

komplex betrachten, d.h. ¢,z € C. Zu den wichtigsten Reihen und somit Funktionen
gehort

<k

; z
exp(z) = e* = E ik
k=0

Wir haben wie im reellen Fall auch im komplexen Fall

eA1 TR — g%, %2

Wir wissen also, dass e® fiir jedes z € C eine komplexe Zahl ist und wir haben auch
e =e".

Aber wie rechnen wir e* aus?
Mit e*11?2 = ¢! . ¢*2 bekommen wir fiir a,b € C

€a+bz — e%. eb’L
und e® kénnen wir in R berechnen. Es bleibt also €” zu bestimmen. Da i? = —1 gilt,
haben wir

. [o¢] .
k ik pk

i — (b
=2 (23 2
k=0 k=0

2Lasst euch von der folgenden Herleitung mit den Reihen nicht verwirren. Bisher haben wir noch keine
Reihen kennen gelernt. Wir haben hier an dieser Stelle aber das schonmal als kleinen Ausblick gebracht.
Wenn ihr das mit den Reihen hier noch nicht versteht, ist das vollkommen in Ordnung.
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zerlegen wir die Summe in gerade & (= 2n) und ungerade k (= 2n + 1) bekommen wir
0 §2n . p2n j2nt1 L p2ntl

o)l T T @n 1)

n=0

und mit 2" = (43)" = (—=1)" und *"*! =i - (—1)" bekommen wir

N e D N o L
:ZL (="t

Z .

22" (2n)] (2n + 1)
Y VR R N eV

und mit den Reihen cos(z) = 7, % und sin(z) = >, % folgt

=cosb+1i-sinb.

Wir erhalten also die sogenannte FEulersche Formel

e” = cosbh+1i-sinb

und allgemein
e* = " = ¢ . (cosb +1i-sinb).
Wir kénnen auf diese Weise e* berechnen.
Beispiel 1.3.6. Sei z = 3 + 71, so gilt
e =32 = 3. ™2 = &3 (cos(m/2) +i-sin(n/2)) =€ (04+1-0) = e -i.
Aufgabe 1.3.7. Berechnen Sie:
a) exp(—7+ mi/4),
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Polardarstellung. Nach der allgemeinen Eulerschen Formel
TP = e . e = ™. (cosp tising) = e” cosp +ie®sing =a+bi = z

kénnen wir jedes z in der Form (Polardarstellung)
z=r-e¥

mit 7 > 0 und ¢ € R (oder besser in [0, 27) oder [—m, 7)) schreiben, siehe Abbildung [1.1]

Im

z=ua<+bi =re¥

0 Re s

C -1

Abbildung 1.1: Darstellung einer komplexen Zahl z = a+bi in der komplexen Zahlenebene.
Beschreibung des Winkels ¢ in der Polardarstellung. Quelle: Von Kmhkmbh - Eigenes Werk,
CC-BY 4.0, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=54559304.

Wie kommen wir an r und ¢ heran?
Fir r haben wir
2| = [r-e¥]=r-e¥| =,

d.h. r kénnen wir sehr schnell berechnen. Dabei ist r = 0 genau dann wenn z = 0 gilt.
Ansonsten ist r = |z| > 0.

Aufgabe 1.3.8. Berechne fiir die angegebenen z die Werte fiir r in der Polardarstellung.

a) z =1+ 2i,
b) z =2 3i,
c) z=bi.

Um an ¢ heran zu kommen, miissen wir fiir z = a + bi die Gleichung

056+ isi z a—+ b
c siny = — = —,
v TR Ve e
d.h. die Gleichungen
a ) b
COS P = ——— und sin o =
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16sen. Wir bekommen dann auch zusétzlich die Gleichung

singp b

tanp = = —,
cosyY a

Nun stellt sich aber auf Grund der Periodizitit von sin, cos, und tan aber die Bestimmung
von @ als etwas komplizierter als die Bestimmung von r aus, welche ja sehr einfach ist.

Wir haben namlich ; ,

tanp = — = — = tan(p + )
—a

a
das die tan-Gleichung nicht zwischen z und —z unterscheiden kann und haben daher zu
entscheiden, ob ¢ = arctan® oder ¢ = arctang + m zu z gehoren. Zeichnen wir aber
2 = a+ bi in die Quadranten?’| von C = R? ein bzw. schauen auf die Vorzeichen von a und
b so konnen wir an der Lage zwischen arctang und arctang + 7 entscheiden.

Sei z =141, dann

1 s
arctan — = arctan — = —,
a 1 4
d.h. wir missen uns zwischen % und % + 7T = %’r entscheiden. Da aber a = 1 > 0 und

b =1 > 0 ist, liegt z im ersten Quadranten, siche Abbildung . Daher muss ¢ € [0, 7/2]
sein. Es kommt damit nur ¢ = 7 in Frage.

Sei aber 2/ = —1 — 4, dann gilt wieder
; v ; -1
arctan — = arctan — = —
a’ -1 4
d.h. wir miissen uns zwischen 7 und 7 + 7 = %” entscheiden. Da aber a = —1 < 0 und
b= —1<0ist, liegt 2’ im dritten Quadranten. Daher muss ¢’ € [r, 37/2] sein. Also kann

¢ nur 2 sein.

Aufgabe 1.3.9. Bestimmen Sie fiir die in Aufgabe angegebenen z € C die Winkel
©.

Potenzen. Aus der Polardarstellung wissen wir, dass wir jedes z € C auch als
z=1r-e%=e"t"
schreiben konnen. In R wissen wir aber auch, dass

<6a)b — ea-b

gilt. Damit kénnen wir nun bestimmen, was 2Y fiir y, z € C ist.
Seien dazu z = e und y = a + bi komplexe Zahlen mit ¢ € [0, 27). Wir haben

Y — (ea+iso)y — ey lativ)

3I. Quadrant: a,b > 0 (oben-rechts); II. Quadrant: b > 0, a < 0 (oben-links); III. Quadrant: b < 0,
a < 0 (unten-links); IV. Quadrant: a > 0, b < 0 (unten-rechts).
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Sei 2B, 2 = 1 4+ = \/§ . €iﬂ—/4 _ 21/2 . e'ﬁr/4 _ (eln2>1/2 . eiﬂ'/4 — e(ln?)/2+i7r/4 und
y = 4 — 44, dann haben wir

= (1+ Z-)4—4i _ (e(ln2)/2+iﬂ'/4)4—4i

=exp{(In2)/2 +in/4} - (4 — 41)]
=exp(2In2 — 2iIn2 + ir — i*7)
=exp(2In2 + 7+ i(r —2In2))
=exp(2In2) - exp(m) - exp(—2i1n2) - exp(in)
=4 -exp(m) - exp(—2iIn2) - (—1)

= —4e" - exp(—2iln2).

Sieht nicht schén aus, ist aber so. Muss man mit leben. Leben ist kein Ponyhof.
Aufgabe 1.3.10. Berechnen Sie die folgenden Potenzen.

a) (1+4)'2,

b) (=1+1),

c) (2 — 2¢)10938,

Insbesondere an der letzten Aufgabe erkennt man, dass das Umrechnen von z in Po-
lardarstellung sehr sinnvoll sein kann. Die letzte Aufgabe konnte man auch l6sen, indem
man 2 — 2¢ nach und nach 10938-mal mit sich selbst multipliziert. Wer Spafl dran hat
kann das auch mal probieren und die Zeit stoppen welche Methode schneller ist.

1.4* Ungleichungen und Betrige

Haben wir eine Ungleichung
a<b

so konnen wir einen Wert ¢ € R dazu addieren und erhalten
at+c<b+ec.

Formen wir aber Ungleichungen wie Gleichungen um, dann miissen wir aber bei der Mul-
tiplikation aufpassen. Sei a > 0, dann erhalten wir weiterhin

aa < ab.
Ist hingegen o < 0, dann bekommen wir
aa > ab.

Z.B. aus —2 < 3 folgt durch Multiplikation mit —2 die Ungleichung (—2)(—-2) = 4 >
—6=3-(-2).
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Beispiel 1.4.1. Haben wir die Ungleichung
—r+3<7
und wir wollen wissen, fiir welche x € R diese erfiillt ist, dann rechnen wir wie folgt:

—r+3<7 | —3
—r <4 |- (=1)
x> —4
also x € (—4, 00).
Aufgabe 1.4.2. Fiir welche z € R gelten folgende Ungleichungen?
a) 3z —8>4,
b) 2x+3>2z—1.

Schauen wir uns nun den Betrag an

la] = b
mit b > 0, dann gilt
a = =+b.
In der gleichen Weise 16sen wir
la| < b
auf. Das gibt namlich
—b<a<hb.

Beispiel 1.4.3. Wollen wir also die méglichen z in

|3z — 4| <5
bestimmen, gehen wir wie folgt vor:
13z — 4| <5 | | - | auflésen
—5<3r—4<5 | +4
-1<3z<9 | =3

1< <3
—— <z
3

T e <—1,3)
3
Aufgabe 1.4.4. Finden Sie alle x € R, welche die folgenden Ungleichungen erfiillen.
a) |2z — 3| < 1,
b) |4z — 5| > 2,

c) r? <dr—3.
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1.5* Vollstiandige Induktion

In der Mathematik, wie Thr bestimmt schon gemerkt habt, kommt es darauf an zu zeigen,
dass Aussagen richtig (oder falsch) sind. Haben wir z.B. die Aussage

A = | Eine Woche hat sieben Tage.*

so ist diese wahr. Einzelne Aussagen werden also einzeln iiberpriift /bewiesen.
Es kommt aber sehr hédufig vor, dass mehrere Aussagen bewiesen werden sollen, so
z.B.

A =,1=1¢

Ay =,1+2=3¢

Ay =,14+2+3=6"
Ay=,142+3+4 =10

1
An:7:1+2+"'+n:%“ (n € IN)
Wir kénnen die Aussagen A;, A, ...einzeln nachpriifen. Aber da wir nun nur endlich

lange leben und auch wohl keiner Bock hat alle diese Aussagen solange zu priifen bis er
tot umfillt und die Aussagen A, fiir all n € IN gelten (sollen), miissen wir intelligenter an
diese Sache heran gehen. IN ist zudem unendlich, d.h. wir wiirden so ehh nie fertig.

Schauen wir uns das also mal von einer anderen Seite an. Fiir n = 1 schauen wir uns
die Aussage A; an:

1-(1+1
NS ST E B
2
Fiir n = 1 stimmt die Aussage
. 1
An:”l_{_..._{_n:%“

also. Ggf. muss man auch rechnen oder richtig was beweisen. Schritt eins = Induktions-
anfang (kurz TA) ist nun also fertig.

Kommen wir zu Schritt zwei = Induktionsschritt, der fallt vom Himmel bzw. Leute
haben sehr lange dariiber nachgedacht. Wir zeigen das folgende:

Wenn A, fiir ein n € IN wahr ist, dann ist auch A, ; wahr.

bzw.
A, = An+1

Nehmen wir an A,, stimmt fiir ein n € IN. Dann folgt:

v n(n+1)

1+ +n+(n+1) 5

+(n+1)
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n-(n+1) 2(n+1)
2 + 2
(n+2) - (n+1)
2
(n+1)+1)-(n+1)
2

wobei die letzte Zeile jetzt aber genau die Aussage A, ist. Wir haben also eben nach-
gerechnet, dass unter der Voraussetzung, dass A,, stimmt, auch A, ; stimmt. Dies ist der
Induktionsschritt (IS).

Fassen wir beide Schritte (IA und IS) zusammen, dann haben wir gezeigt, dass A;
stimmt (IA) und wenn A,, stimmt, auch A, ;1 (IS). IA impliziert daher, dass mit IS auch
A, stimmt. Da A, stimmt, impliziert IS, dass Az stimmt. Und so weiter und weiter:

IS IS IS IS IS
Al AQ — A3 — . — An —
~—
IA

Somit haben wir gezeigt, dass die Aussage A, fiir alle n € IN gilt. Da die Methode durch
Induktion (IS) gemacht wird und alle Aussagen A,, vollstéindig abdeckt bzw. beweist, heifit
diese Methode vollstindige Induktion.

Vollsténdige Induktion kann man sich bildlich auch wie Treppensteigen vorstellen. Ich
zeige euch wie ihr vom Boden auf die erste Treppenstufe kommt. Und dann wenn ihr auf
einer beliebigen Stufe seit, wie ihr zur ndchsten kommt. Damit konnt ihr dann immer
eine Stufe hoher und so die komplette Treppe hochlaufen. Dabei ist es auch egal, welche
Treppe ihr hochlaufen wollt. Sei es nun die Treppe in eurem Wohnhaus, die Spanische
Treppe in Rom oder sonst eine Treppe. TA: Erste Stufe nehmen; IS: dann von einer Stufe
auf die néchste. Fertig.

Tipp: Manchmal fangt die Induktion bei 0 oder 2 an. Sie muss nicht bei 1 anfangen.
Wenn Sie bei 2 anfangt, muss sie daher aber auch nicht fiir 1 gelten.

Aufgabe 1.5.1. Zeigen Sie mittels vollstdndiger Induktion:
a) Es gilt

fiir alle n € IN.

b) Es gilt

fiir alle n € IN.

c) Es gilt

fir alle n > 2.
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1.6 Folgen

Also, bisher haben wird das Konzept einer Zahl immer benutzt. Das sollte jetzt auch klar
sein. Sei sie reell oder komplex. Eine Zahl ist also ein

a

z.B.a =7, moder 1+ 1, etc.
Aber Thr habt sicherlich schon festgestellt, dass man sehr hdufig mehr als eine Zahl
braucht. So brauchen wir vielleicht mehrere Zahlen

A g A

Brauchen wir aber nicht mehr nur endlich viele Zahlen, sondern unendlich viele (abzéhlbare
viele), d.h.

a1, 9,03, ...,0n, ...
Wir nehmen also einen Index, z.B. n, und fiir jedes n € IN geben wir eine Zahl
Qn

an. Das Ding nennen wir Folge. Eine Folge konnen wir als
a= (a1, as,as,...) = (ap)nen
schreiben und wie wir gesehen haben ist damit eine Abbildung
a:IN—-R, n~—a,

verbunden. Jedem Index n € IN wird also ein Wert a,, in R (oder C, einem Vektorraum
V = R4, etc.) zugeordnet.
Schauen wir uns ein paar Folgen an.

Beispiel 1.6.1. a) konstante Folge: a,, = ¢ fiir eine Konstante ¢ € R

b) alternierende Folge: b, = (—=1)"*1, b= (1,-1,1,-1,1,...)

d) d,=(-1)""+Llid=(2,-1+31+% -1+1,...)

e) e, =n*e=(1,4,9,16,...)

Hiufungspunkt

An der konstanten Folge in a) beobachten wir das Folgende. Da alle Glieder der Folge
a, = ¢, kommt der Wert ¢ im wahrsten Sinne des Wortes hdufig vor, ndmlich immer!

An der alternierenden Folge in b) beobachten wir, dass die Folge zwar nicht konstant
ist, aber “fast”: Sie nimmt nur die Werte +1 und —1 an. Sowohl +1 als auch —1 kommen
hdufig vor, d.h. unendlich oft!
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Bei der Folge ¢) wird es interessant. Da ¢,, = L, wird kein Wert zweimal oder sogar noch
ofter angenommen. Aber: Schauen wir uns die 0 an, die von der Folge nicht angenommen
wird, so konnen wir um die 0 eine kleine e-Umgebung anschauen, d.h. das Intervall (—¢, ¢).
Egal wie klein das ¢ > 0 gewéhlt wird, irgendwann liegen alle Glieder a, in diesem
Intervall. Dazu muss n nur grof§ genug sein, z.B. n > % Dann haben wir, dass unendlich
viele Glieder ¢, (némlich die mit n > 1) in (—¢,¢) liegen. Egal wie klein ¢ auch gew#hlt
wird! Um die 0 hdufen sich also die Werte der Folge ¢ = (c,).

Bei der Folge in d) wird es noch komplizierter. Wenn der Index n gerade ist, dann
néhern sich die Werte d,, an die —1 an. Wenn der Index n ungerade ist, dann nédhern sich
die Werte d,, der +1 an. Aber —1 oder +1 werden nicht angenommen. Aber wie im Falle
der Folge in ¢) hdufen sich die Werte d,,, ndmlich um +1 und —1. Wir kénnen um —1 und

+1 wieder e-Umgebungen legen, d.h.
(-1—¢,—1+4¢) und (1—¢e,1+¢),

und egal wie klein € auch gewéhlt wird, es liegen in jedem Intervall unendlich viele d,,
drin.

Diese Punkte nennen wir Hdaufungspunkte.

Es gibt wie im Falle e) aber auch Folgen, die keine Haufungspunkte haben. Fiir die
Quadrate e,, = n? die die Folge e bilden gibt es keine Hiufungspunkte.

Definition 1.6.2. Sei a = (ay)neny C R eine Folge und € > 0. Eine Zahl h € R heifst
Haufungspunkt, wenn in

(h—¢e,h+¢)
unendlich viele a,, enthalten sind.
Aufgabe 1.6.3. Bestimmen Sie die Hiufungspunkte der folgenden Folgen.
a) a, = —2+ =5,
b) by = (=1)" — 1,
=n"

n

c) ¢, =

Grenzwert einer Folge

Wir haben also gesehen, dass Folgen keine Haufungspunkte, genau einen Haufungspunkt,
genau zwei Haufungspunkte etc. haben konnen. Dabei ist die Eigenschaft genau einen
Héufungspunkt zu haben sehr interessant.
Sei a = (ay)nen €ine Folge mit genau einem Haufungspunkt, sagen wir A. Dann liegen
fiir e > 0 in
(A—¢g,A+e¢)

unendlich viele Folgenglieder a,, drin.

Was passiert aber, wenn in (A — &, A + ) nicht nur unendlich viele Werte a,, liegen,
sondern alle bis auf endlich viele? D.h. nur endlich viele, sagen wir ay, ..., a,,—1 liegen
nicht drin und alle a,,, @y,+1, ... liegen drin. Und dies passiert fiir jedes € > 0, d.h. wir
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finden immer ein ny = ny(e) mit dieser Eigenschaft, das ab da alle Glieder in der e-
Umgebung von A liegen. Dann ndhert sich doch die ganze Folge dem Wert A an. So z.B.
im Falle von a,, = % Wir sagen dann, dass die Folge konvergiert und A der Grenzwert ist.

Definition 1.6.4. Sei (a,)nen C R eine Folge und A € R. A heifit Grenzwert von a,,
d.h.

n—oo .
A oder lim a, = A,
n—oo

an

wenn fir jedes € > 0 ein ng = no(e) existiert, so dass a, € (A —¢e, A+ ¢€) fir alle n > nyg
gilt.

Anstelle von a,, € (a — €,a + €) konnen wir auch |a, — a| < & schreiben.

Beispiel 1.6.5. Schauen wir uns a,, = % an. Wir vermuten, dass

n—00
a, —— 0

gilt, d.h. die Folge konvergiert gegen A = 0. Wie muss dann ng(e) aussehen? Wir wollen
haben:

1
" € (—e,e), ()
d.h.
1
—e < E < €.
Da 0 < 7712 gilt, haben wir
1
0< — <€
n
Mal n? und durch ¢ bekommen wir
- <n?
€

und Wurzel ziehen liefert

Wahlen wir also .
=—4+1
no(e) - +1,

NG

die +1 als Sicherheit, dann haben wir () sichergestellt fiir all n > ny(e).

Aufgabe 1.6.6. Sei a, = —1+ # Finden Sie den Grenzwert a, — A und beweisen Sie
ihn, indem Sie fiir jedes € > 0 das ng(¢) bestimmen.

Rechnen mit Grenzwerten von Folgen

Wir haben nun also gesehen, wie wir fiir einzelne (einfache) Folgen (a,)n,en Grenzwerte
bestimmen koénnen. Um kompliziertere Folgen zu untersuchen, zerlegen wir sie in einfa-
chere, uns bekannte Folgen. Dazu hilft uns das folgende Theorem, welches wir aus der
Vorlesung kennen.

Seite 1.15



Analysis & Lineare Algebra . . Dr. Philipp J. diDio
Sommersemester 2024 Tutorlen-/Selbstubungsblatt 1 Universitdt Konstanz

Theorem 1.6.7. Seien (a,)new und (by)new zwei konvergente Folgen mit den Grenzwer-
ten

a, > q und b, %% b
Dann gilt
a) a, +b, - a+0b,
b) an-b, — a-b,
c) Wenn b# 0, dann 3> — ¢.

In b) ist es notwendig, dass beide Werte endlich sind.
Beispiel 1.6.8. Wir wissen, dass

gilt. Damit folgt aus b)
1 1 1 1 oo
= 0
n* n n n
—— —
k-mal
fiir alle k£ € IN. Also mit a) auch
I 2 4
1+———2—>1+0+O:1.
non

Wenn wir nun noch ¢) mit dazu nehmen, kénnen wir den Grenzwert

n'—n?+3  nt 14k e 14040 1

St +bnd+2 nt 3434 Z T T3+0+0 3

4

ausrechnen, indem wir in dem Bruch im Zéahler und im Nenner n* ausklammern und

kiirzen (Z—i =1).

Als kleinen Spezialfall, den wir in der Vorlesung bald behandeln und verallgemeinern
werden, haben wir folgende Aussage.

Theorem 1.6.9. Seien (a,)nen und (by)new zwei Folgen mit

a, = a#0 und b,, — oo.

Dann gilt
a, - b, — sign(a) - 0o,

wobei (a) das Vorzeichen von a ist.
Sei z.B.a, =1-— % — 1 und b, = n — oo, dann gilt
an b, — 0.

Damit konnen wir nun auch Briiche behandeln, in denen der Z&hler von gréflerer Potenz
ist als der Nenner:

3n2 -1 n? 3—2% 3-%
=—- = =N = — 003 =00.
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Aufgabe 1.6.10. Bestimmen Sie die Grenzwerte folgender Folgen.

n'"—9
a) an: n2+27
17
-9
b) by = —— ,
AntT +nt —nd3 + 2
3n®—9
=3 .
c) c R

Wir koénnen jetzt also Grenzwerte von der Art
a+b, a-b, %(b;&O) und a-o00 (a#0)

behandeln. Wir werden uns dann auch mit den wohl wichtigsten Féllen

0- o0, 9, und i
0 o0

in kiirze befassen.

Bestimmte Divergenz

Bisher haben wir (meist) Folgen betrachtet, die konvergieren, d.h. gegen einen festen
endlichen Wert streben. Aber wenn wir uns nur mal die Folge

ap, =N

anschauen, dann sehen wir, dass fiir n — oo natiirlich auch a, — oo geht. Wir wollen
jetzt mal formal beschreiben, was

an 22255 00
eigentlich bedeutet.

Nunja, bildlich gesehen heifit a,, — oo ja nichts weiter als das fiir ansteigende n auch
die a,, wachsen und war nicht nur wachsen, sondern sogar iiber alle Grenzen wachsen, d.h.
jeden vorgegeben Wert C' € IN iiberschreiten. Fiir a,, = n kénnen wir so jedes C' € IN vorge-
ben, z.B. C' = 2, 100, 12345 oder 10%? (das ist die geschitzte Anzahl der Elementarteilchen
im ganzen Universum). Aber egal welches C' wir wihlen, die Folge a,, = n iibersteigt diesen
Wert. Das wollen wir darunter verstehen wenn wir a,, — oo schreiben.

Definition 1.6.11. Sei (a,)nen eine Folge. Wir sagen (a,)nen divergiert bestimmt (gegen
oo) wenn fir jedes C € N ein No(C') existiert mit

a, > C fiir alle n > No(C).

Beispiel 1.6.12. Gehen wir zuriick zum Beispiel a, = n und wir wollen wirklich mit
dieser Definition zeigen, dass a,, — oo (also jeden Wert C' € IN iiberschreitet). Sei also
C' € IN. Wir wollen Ny(C) finden. Also miissen wir

a,=n>C
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fir alle n > Ny(C') haben. Wéhlen wir hier Ny(C') = C, dann haben wir
a, =n>C fir alle n > No(C) = C.
Also genau, was wir haben wollten.

Beispiel 1.6.13. Schauen wir uns ein zweites Beispiel an. Sei b, = n?. Wir wollen zeigen,
dass b,, — oo gilt. Fiir ein C' € IN muss also

b, =n?>>C

fir alle n > Ny(C') gelten. Wir haben wir Ny(C') zu wéhlen? Eine Nebenrechnung liefert
wieder

b, =n?>C = n > VO
gilt. Wihle also No(C') = +/C. Dann haben wir
n>N(C)=vVC =  b,=n’>C
und wir haben damit b,, — oo bewiesen.
Aufgabe 1.6.14. Zeigen Sie a,, — oo fiir a,, = n? + n.
Ein bisschen schwieriger wird die folgende Abschéatzung.
Aufgabe 1.6.15. Sei b, = n? — n. Zeigen Sie b,, — 0.

Wir verstehen dann natiirlich unter a,, - —oo, dass —a,, = oo geht.

Niitzliche Konvergenzkriterien

Bisher haben wir Konvergenzen von einfachen Folgen wie z.B. nik kennen gelernt. Wir
wollen nun die Anzahl der Moglichkeiten Grenzwerte zu bestimmen erweitern um auch
komplizierte Folgen zu behandeln.

Polizistenregel bzw. Sandwich-Theorem

Nehmen wir an, wir haben eine komplizierte Folge a,, gegeben. Durch “scharfes Hinschau-
en” finden wir aber zwei einfachere Folgen b, und ¢, mit

fiir alle n > ng fiir ein ng € IN. Wir sehen den beiden Folgen b,, und ¢, aber auch an, dass
b, = a und Cn — Q

fiir ein @ € R oder a = +00 oder a = —oo gilt. Was kénnen wir dann iiber a,, aussagen?

Was hier passiert, hat uns unser Analysisprof in Leipzig im ersten Semester so ge-
schildert. Stellen Sie sich vor Sie laufen auf dem Gehweg so dahin. Auf einmal kommt ein
Polizist von links und hackt sie unterm Arm ein. Und dann kommt auch noch ein zweiter

Seite 1.18



Analysis & Lineare Algebra . . Dr. Philipp J. diDio
Sommersemester 2024 Tutorlen-/Selbstubungsblatt 1 Universitdt Konstanz

Polizist von rechts und hackt Sie unterm Arm ein. Beide Polizisten gehen ins Geféngnis.
Raten Sie mal, wo Sie hingehen!

Genau! Sie armes Schwein gehen ins Gefangnis. Sie gehen nicht iiber Los und ziehen
aus keine 2000DM (bzw. Euro) ein[]

Kommen wir zur Folge a,, zuriick, so sehen wir spéatestens nun, dass auch a,, — a gilt:

bp < an < an,
\ \ \ = S
a ? a a
Beispiel 1.6.16. Sei a,, = m5773——- Dann gilt fiir n > 2: n* > n> —n — 1> 0, also
5 S 0= e S g n = T
I 4 1 = \J
0 ? 0 0

In einfachsten Falle haben wir a,, > 0 und vermuten a, — 0. Dann brauchen wir
natiirlich nur die obere Folgenschranke ¢,, finden:

0<a,<¢,—0 = a, — 0.

9
n2—n-sin(2n?)

Aufgabe 1.6.17. Zeigen mit Hilfe der Polizistenregel a,, = — 0.

Dariiber hinaus haben wir damit auch gleich die Félle aus der Vorlesung

an < by
\J 1.
a < b
Ist hier @ = +00 so impliziert dies auch b, — b = co. Anderes herum folgt aus b = —oo

auch a,, — —oo.

Quotientenkriterium I: Konvergenz — 0
Wir kennen auch schon die Folgen

n N—00 0

fiir lq] <1

und
n N—00

— 0 fiir q> 1.

Haben wir eine Folge a,, gegeben und wir finden ein C' > 0 und ein ¢ € (0, 1) mit

la,| < C-q"

4Man muss dazu wissen, dass dieser Begriff “Polizistenregel” noch aus Ostzeiten stammt, wo es leider
durchaus solche Szenen auf der Strafle geben hat. Der Begriff Sandwich kommt von den beiden Toast-
scheiben die die Wurst/Ké#se/Salat umschliefen. Leider laufen Toastscheiben nicht irgendwo hin, was so
ein bisschen das Prinzip vermissen lésst.
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dann gilt
0<la,| <C-¢"—=0 = a, — 0

wie wir hier oben an der Polizistenregel gesehen haben.
Aber wie bekommen wir so ein ¢ € (0,1)?
Angenommen |a,| > 0 fir alle, dann kénnen wir uns

|1l
|an|

anschauen. Zudem schauen wir uns

an. Wenn [ € [0, 1) gilt, dann gibt es nach der Grenzwertdefinition ein ng(¢) mit

[y

’an|

<[l+¢ (%)

fiir alle n > ng(e). Dann kénnen wir auch ¢ = 5% > 0 setzten, d.h. [ +& < 1. Dann

impliziert (x) aber auch fiir alle n > ng(e) das folgende:
|ana] < (I+¢€) - |an]
und somit mit Induktion wir bekommen

|angtn] < (UL E)" - lan| — 0.
€(0,1)

Damit haben wir das folgende gezeigt.

Theorem 1.6.18 (Quotientenkriterium I). Sei a,, # 0 fir alle n € ]NE] und

tim %1l e p0.1).

n—oo |ay|

Dann gilt a,, — 0.
Aufgabe 1.6.19. Bestimmen Sie die Grenzwerte folgender Folgen:
a) an = ()",

b) bn = (n_l )n’

2n+1

c) ¢, =3— ()"

n

50der fiir alle n > ng
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Quotientenkriterium II: bestimmte Divergenz — oo

Das Quotientenkriterium I deckt also den Fall

" I7% 0 fiir lq] <1
ab. Schauen wir uns nun den zweiten Fall
n %0 fiir g>1
an.
Fiir ¢ > 1 haben wir ¢" — oo fiir n — oo. Haben wir nun eine Folge a,, # 0 gegeben
mit a
ntlo_, q>1
an

so finden wir nach Grenzwertdefinition fiir jedes € > 0 ein ng(¢) € IN mit

an+1

>q—¢.
Qn

Da ¢ > 1 ist, konnen wir ¢ so klein wéhlen, dass immer noch ¢ — ¢ > 1 gilt. Dann haben

WIr
n—r00

Upgin > (@ —€)" - apy —— 00.

Damit haben wir das folgende bewiesen.

Theorem 1.6.20 (Quotientenkriterium II). Sei a,, > 0 fiir alle n € N und

Ap4+1 n—oo

q> 1.
ap,

Dann g¢ilt a,, — oo.

Bemerke, dass hier auch ¢ = oo erlaubt ist, denn natiirlich haben wir immer oo > 1.

Aufgabe 1.6.21. Bestimmen Sie die Grenzwerte folgender Folgen:

a) a, =2-3",
b) bn:i_ga
c) cn:%.

Whurzelkriterium und Ausblicke

Die Quotientenkriterien I und II basieren also auf
" —0 fiir lq| <1

und
n

q" — 0o fiir q> 1
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Damit hatten wir die Schranken
la,| < C-¢"—0  fir q¢gel0,1)
fiir Nullfolgen und
a, > C-q" = fiir qg>1 (%)

fiir bestimmt divergente Folgen. An die ¢’s kommen wir aber nicht nur durch den Quoti-
enten ran, sondern auch mit
q=/q" (%)

d.h. auch durch Wurzelziehen.

Theorem 1.6.22 (Wurzelkriterium). Sei a,, > 0 und es existiere

Yan, — q.
Fiir q € [0, 1) ist a,, eine Nullfolge: a,, — 0. Fir q > 1 ist a,, bestimmt divergent: a, — oo.

Der Beweis ist dhnlich wie fiir die Quotientenkriterien.

Neben den hier beschrieben Methoden gibt es noch weitere. In der Vorlesung wurde
der Satz zur monotonen Konvergenz besprochen. Dann gibt es noch das Cauchy Kon-
vergenzkriterium. Es soll aber erstmal bei den hier und in der Vorlesung besprochenen
Kriterien bleiben.

Alle diese Kriterien werden wir wieder sehen, wenn wir nicht nur Folgen, sondern
Reihen (= unendliche Summen)

atatato=Y a, (#)
n=1

betrachten werden. Um mal ein wenig vorzugreifen wozu wir das hier alles machen. Wenn
wir die Summe in (#) haben so gibt es fiir |¢| < 1 einen Fun Fact:
9 1
l+g+¢+- =— <00
L—q
und wir kénnen (*) nutzen um zu zeigen, dass die Summe endlich ist. Aber dazu Spéter
mehr.

Polynomielles vs. exponentielles Wachstum
Abschlielend noch ein paar Worte zu Folgen der Art

_ Polynom in n

~ Polynom in n’

Da es sich herbei um (Quotienten von) Polynomen handelt, tritt hier polynomielles Wachs-
tum (negativ Wachstum = Abfal]ﬂ) auf. Dafiir sind die Methoden die wir hier schon
gesehen haben geeignet.

624 Miill
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Hier haben wir uns insbesondere mit Folgen der Art

n

q

beschiéftigt, insbesondere fiir ¢ > 0. Hier liegt ein exponentielles Wachstum[] vor, wie wir
leicht an
qn — 6'rL-lnq

sehen konnen. Fiir In ¢ > 0 wéchst die Folge exponentiell, fiir In ¢ < 0 fallt sie exponentiell.
Daher auch die Quotientenkriterien I und II fiir |¢| < 1 und ¢ > 1. Das sind genau die
beiden Fille fiir den In:

q€(0,1) & Ing<1
und

q>1 & Ing > 1.

Exponentielles Wachstum lésst sich nicht mit dem Methoden des polynomiellen Wachs-
tums untersuchen und umgekehrt. Insbesondere kann fiir ¢ = 1 keine Aussage iiber die
Konvergenz von a,, getroffen werden wie wir in der letzten Aufgabe fiir heute sehen wer-
den.

Aufgabe 1.6.23. Finden Sie Folgen a,, > 0 mit

Up+1 n—oo

an

1

und
a) a, — 0,
b) a, — 1,

c) a, — oc.

“Fiir gewohnlich wiirde ich noch ein paar Beispiele zum exponentiellen Wachstum bzw. Abfall be-
sprechen/geben. Aber ich glaube wir sind uns alle bewusst, dass wir uns gerade selbst in einem grofien
Beispiel von exponentiellen Wachstum bzw. hoffentlich Abfall befinden.
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Lo6sungen

Komplexe Zahlen*
Losung (von Aufgabe|1.3.1)). Seien
z1=1+1, 29 = 16 + 44 und z3="7—31

gegeben. Dann haben wir:

a) z1+20=(1414)+ (16 +4i) = (1 +16) + (1 +4)i = 17 + 54,
b) 21423 =(144)+(7T—3i) = (1+7)+ (1 —3)i =8—2i,

c) 21 —2o=(14+1i)— (16 +4i) = (1 —16) + (1 —4)i = —15 — 3i,
d) zp—23=(16+4i) — (T—3i) = (16 = 7) + (4 + 3)i = 9 + Ti.

Losung (von Aufgabe[1.3.2)). Seien
71 =141, 20 =3— 21 und z3=—141
gegeben. Wir nutzen hier immer 72 = —1. Dann haben wir:
a) 21-2=(14+4)(3-21)=1-3+1-(=2))+3i -2 =3+2+i=5+1,

mezy=1+4i)(=1+i)=1-(-)+i—i—1=-2

W

9 23=(3—=20)(=1+4)=3-(=1)+3i+2i +2=—1+5i,

)
)

d) 2921 = 21 - 29 =5+ i nach a),

e) (z14+22) 23 =21-23+ 22 23 =—2+4 (—1+5i) = —3 + 5¢ mit b) und c),
)

f) z1- (20 —23) = 21- 20— 2123 = (5+1) — (—=2) = 7+ ¢ mit a) und b) oder direkt
s (ze—2) = (1440) - (3—2i— (—144)) = (1+)(4—3i) = 4 — 3i +4i — 3> = T+1.

Losung (von Aufgabe . Seien
271 =141, 29 =3 —4i und 23 =—24+ 21

gegeben. Wir haben:

Z3=—2+21=-2—21,

21 — k3 = 1—_3:1—2—(—2—21):3+Z,

)
)
A 2T m=mi+Zm=1—i+3+4i=4+3
)
)

A m=n m=(1—i)3+4)=3+4i—3i+4="T+1,
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g) F =01 —-0)B—4)=3—4i—3i—4=—1-"Ti,

h) (Zz—23) (21+23) = (B3+4i—(—2+20))- (14+i+ (—2+2i) = (5+2i)- (-1 +3i) =
(5+2i)(—1-3i)=-5—-15i —2i+6=1— 171,

D) 7 (224 23) (21 —%) = (1—4)(3—4i—2420)(1+i—3—4i) = (1—4)(1—2i)(—2—3i) =
(1—2—i—2)(—2—3i) = (=1 —3i)(—2—3i) =2+ 3i+6i — 9 = —T7 + 9i.

Losung (von Aufgabe [1.3.4). Seien
zn=1+1 und 29 =2—31

gegeben. Wir haben:

a) || = VI2+12 = V2,

b) |z| =22+ 3% = V13,

o) |zl = a1l = V2,

d) |3l = |l 2] = |l - Jz| = V2 VI3 = V26.
Losung (von Aufgabe [1.3.5). Seien

z1 =241, 2o =—142 und z3 =34+ 2

gegeben. Wir haben:

2 A= 24+i _ (+i)(-1-2) _-2-4i—i+2 5 _
z  —1+2 (=14 20)(—1—2i) 12 4 22 5 ’
b) 7 =142 (=14+2)(3—-2i)) —3+2i+6i+4 1+8i
z 342 (3+2i)(3-2i) 32 + 22 13
>1 1 2—1i 2—i  2—i
C —_— = = = =
2 2+i0 (2+10)(2—1d) 22412 5
Q) B 342 B 3+ 2i 3 +2 (3420)(—4-3i)
2oz (240)(—1+2) —244i—i—2 —4+3i (—4+30)(—4-30)
—12-9i—8i+6 —6—17i
42 4 32 25

Losung (von Aufgabe [1.3.7)). Wir haben:
a) exp(—7+mi/4) = e " (cosT/4+isinT/4) = - L
b) exp(l — 3im) = e e 3" = e (cos(—3m) + isin(—37)) = —e,

) |exp(—=7+197i/8)| = |e™7 - e!97/8| = =7 . V/cos2a + sin’ a = e~ mit a = 197i/8,

d) exp(—8 4 mi/4) = exp(—8) - (cosa +isina) = exp(—8) - (cosa — isina) = exp(—8) -
(cos(—a) + isin(—a)) = exp(—8 — mi/4) mit a = 7i/4,

Seite 1.25



Analysis & Lineare Algebra . . Dr. Philipp J. diDio
Sommersemester 2024 Tutorlen-/Selbstubungsblatt 1 Universitdt Konstanz

e) exp(mi/4) = cos(w/4) +isin(m/4) = % = 1—%,

)
) exp(mi/2) = cos(m/2) +isin(m/2) =0+i-1 =1,
g) exp(3mi/4) = cos(3n/4) + isin(3n/4) = ‘\1/‘5”,

)

)

)

xp(27i) = cos(2m) + isin(27) = 1,

[©]

(
(
(
exp(mi) = cosm + isinm = —i,
(
(

exp(z + nmi) fir n € Z und z € C:
exp(z + nmi) = exp(z) - exp(nmi) = exp(z) - exp(mi)" = exp(z) - (—1)",
k) exp(z + 2nmi) fiir n € Z und z € C:
exp(z + 2nmi) = exp(z) - exp(2mi)" = exp(z) - 1" = exp(z2),
1) |exp(iy)| fir ¢ € R:
lexp(ip)| = | cos p + isin ¢| = cos? p +sin® p = 1.

Losung (von Aufgabe [1.3.8). Wir berechnen fiir die angegebenen z die Werte fiir r = |z
in der Polardarstellung.

a) 2 =1+2i:r=|z| =11 +22 = /5,
b) 2=2-3i:r=1|2|=v22+32 =4+ 9=+13,

c) z=Dhi:r=|z] =5.

Losung (von Aufgabe|l.3.9)). Wir bestimmen fiir die in Aufgabe angegebenen z € C
die Winkel ¢.

a) Wir haben arctang = arctan% ~ 63.43°. Da 1 + 2¢ im ersten Quadranten liegt, gilt
w ~ 63.42°.

b) Wir haben arctan - = arctan 5 ~ 123.69°. Da 2 — 3i aber im dritten Quadranten
liegt, gilt ¢ ~ 303. 69° = —56. 31°

¢) Zeichnet man ¢ im Koordinatensystem ein, sieht man sofort, dass ¢ einen Winkel von
90° = 7/2 einschlieBt. Daher haben wir ohne Rechnen sofort i = €'™/2, eine Formel,
die es sich auch lohnt zu merken. Wir haben also ¢ = 7/2.

Losung (von Aufgabe|1.3.10). Wir haben die folgenden Potenzen:
a) (1+ )1/2 (21/2 . 6m/4)1/2 = Ql/4 . ¢in/8

b)

c)

(—141i)f = (\/Q ) 63i7r/4)i _ (e(ln2)/2 ) e3i7r/4)i _ (e(ln2)/2+3i7r/4)i — ¢iln2)/2-37/4,
(

e

2 — 2;)1098 (23/2 firr/4)10938 _ 93:10938/2 | ,—im/4-10938 _ 916407 _
—im/2—im2734 _ 916407 | —im/2 | (e7im)2731 — QI6407 . (7). (_1)2734 — _ 916407

—im2734.5 _ 916407
In a) und b) verzichten wir auf die Angabe als a 4 bi. Nur in ¢) kommen wir wieder auf
eine einfache a + bi-Darstellung.
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Ungleichungen und Betrige*
Losung (von Aufgabe [1.4.2)).

a) 3r —8>4:
3x—8>4 | +38
3z > 12 |+ 3
x >4

Losungsmenge: « € (4, 00).

b) 2x+3>z—1:

—2xr+3>xr—1 | —3—=x
-3z > —4 |+ (=3)
< 4
x f—
-3
iy < 4]
Losungsmenge: © € | —o0, 3

Losung (von Aufgabe |1.4.4)).

a) 2z -3| < 1:
|2x — 3| < 1 | | - | auflosen
—l1<2zx-3<1 |+3
2<2x <4 | +2
<o <2
Losungsmenge: z € (1,2)
b) |4z — 5| > 2:
|4z — 5| > 2 | | - | auflosen
i) 4o —5 > 2 (erster Fall)
i) — (4z —5) > 2 (zweiter Fall)

Wir haben also beim Auflésen zwei Félle bekommen. Die moglichen x € R miissen
mindestens einen erfiillen. Wir betrachten die beiden Fille getrennt: Fall i)

dr —5>2 | +5
de > 7 | =4
7
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Fall ii)
—(4x —5) > 2
—4dx +5>2 |—5
—4z > -3 |+ (—4)
- 3
x —
4

Wir haben also, dass z entweder Fall i) 2 > I oder Fall ii) z < 2 erfiillen muss. Die
Losungsmenge ist daher

o o

2? < dx —3 | —dz +4
P —dr+4<1

(z—-2)° <1 s

c) r? <dr—3:

|z —2| <1 | | - | auflosen
—-l<z-2<1 | +2
I<z<3

Losungsmenge: x € (1, 3)

Hier sehen wir also, das obwohl die Anfangsungleichung keine Betréige enthélt, das
Losen der quadratischen Gleichung liefert Betrédge durch das Wurzelziehen.

Vollstindige Induktion®
Losung (von Aufgabe|l.5.1). Wir zeigen mittels vollsténdiger Induktion:
a) Es gilt

fiir alle n € IN.
IA: Sei n = 1, dann gilt

Zk3_13_1_1 (1+1)?
4 M

d.h. fiir n = 1 stimmt die Aussage.

IS(n—=n+1):
n+1 n
D =YK+ (n+1)
k=1 k=1
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b)

:W—F(n—f—l)g
_ (n+1)%- (n®+4n +4)
4
B (n+1)%-(n+2)?
1 )

d.h. fiir n 4+ 1 stimmt die Aussage ebenfalls.
Es gilt

n

2(3]{3—2):71.(3”_1)

2
k=1
fiir alle n € IN.
IA: Sei n =1, dann gilt

3-1-1
3-1-2=1=
2
d.h. fiir n = 1 stimmt die Aussage.
IS(n—=>n+1):
n+1 n
> Bk—2)=> (3k—2)+3(n+1) -2
k=1 k=1
. -1
e
~n-(Bn—1)+6n+2
B 2
3?4+ 2n+5n+2
B 2
~ (n+1)(3n+2)
= 5 ’
d.h. fiir n + 1 stimmt die Aussage ebenfalls.
Es gilt
1
— >/n
2V

fir alle n > 2.
TA: Sei n = 2, dann gilt

1 1
> 17>15>V2

VioV2

d.h. fiir n = 2 stimmt die Aussage.

IS (n — n + 1): Wir machen die Nebenrechnung

1>0 = n+1>n
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= n(n+1)>n? e
= Vn-vVn+l>n |+1
= Vn-vn+l4+1l>n+1 |+~ vVn+1
RV 1+1 1
= Vv A1+ =/n+ >vn+1

vn+1 vn+1

und erhalten somit
n+1 n

ZL_ZL+ L Yomy 2
kzl\/E kzl\/E Vn+1 vn+1

d.h. die Aussage stimmt auch fiir n + 1.

>vn+1

Folgen

Lésung (von Aufgabe [1.6.3)). Wir bestimmen die Haufungspunkte der folgenden Folgen.

a)

b)

c)

a, = —2 + # Dann néhert sich % der 0 an, und auch nur der 0, und kein Wert
wird mehrfach angenommen (insbesondere nicht unendlich oft). D.h. n—12 hat den
Héufungspunkt 0. Damit hat aber a, = —2 + # den Haufungspunkt —2.

b, = (—1)" — 2. Wie in a) hat = den einzigen Héufungspunkt 0. Und (—1)" ist fiir
gerade n gleich 1 und fiir ungerade n gleich —1. Fiir ungerade n n#hert sich b, also
der —1 an und fiir gerade n néhert sich b, der +1 an. Wir haben also die beiden
Héaufungspunkte —1 und +1.

Cn = % Wie in b) néhert sich ¢, fiir gerade n der 0 an und fiir ungerade n néhert
sich ¢, auch der 0 an. Wir haben also nur den Haufungspunkt 0.

L6sung (von Aufgabe . Sei a, = —1+ % Wir vermuten, da —1 konstant ist und
7713 fiir n — oo gegen 0 geht, dass

n—0o0

a, 22 1.

Sei also € > 0. Wir wollen

|-1—a,| <e¢

haben. Also

<e€

(e

und damit

1 1
—S<e = —-<n

1
n3 £ e

Wir vermuten also wieder

Sei also n > ng(e). Wir testen:

1 1+1 1 < 1 1 - 1
W) |7 e T Gy
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Losung (von Aufgabe[1.6.10). Wir bestimmen die Grenzwerte folgender Folgen.

a) a :n17—9:n_17 1_%:n15-1_%—>00‘1200
"on242 n? 1+ 3% 1+ 5% -
b) b= 0 o g
T ni 2l Atk ikt 4
3”3—9 n3 _%
PYRES PRN h E
n3 + 2 n® 1+ % -

Losung (von Aufgabe . Da a, = n? +n aus n> — oo und n — 0o zusammen
gesetzt ist mit Addition, kénnen wir schon vermuten, dass auch a, — oo gilt. Sei nun
aber C' € IN. Wir wollen

an=n*+n>C

fir alle n > Ny(C) fiir ein No(C') haben. Dann haben wir aber
a,=n*4+n>n>0C

und wir kénnen Nyo(C') = C wihlen. Gehen wir nun also von der bisherigen Nebenrechnung
zum Beweis:

Wihle Ny(C') = C. Dann gilt
a,=n*4+n>n>0C
fiir alle n > Ny(C') und somit a,, — o0.

Losung (von Aufgabe . Wir haben b, = n? — n und somit das Problem, dass
n? — oo aber —n — —oo geht. Wir kénnen uns aber vorstellen, dass n? stirker wichst
als —n fallt, aber wie driicken wir dies mathematisch aus? Machen wir die folgende Ne-
benrechnung;:

bp=n*—n=n-(n-—1)

und wir haben, dass n — 1 > 1 fiir alle n > 2 gilt. Dann kénnen wir die folgende
Abschétzung machen:
bp=n*—-n=n-(n—1)>n

fir alle n > 2. Wéhle nun also Ny(C') = max{C,2}. Dann haben wir
bp=n>—n=n(n—1)>n> Ny(C)>C

was uns b, — 0o beweist.

Polizistenregel bzw. Sandwich-Theorem

9
n2—n-sin(2n2)

Losung (von Aufgabe [1.6.17). Aus a, = — 0 sehen wir, dass |sin(2n?)| < 1

gilt und somit |n - sin(2n?)| < n und

1 1
n? —n -sin(2n?) > 2—n2n2—§n2:§n2>0
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gilt. Somit haben wir

0< ) < ) —18—>0
~ n? —n-sin(2n?) B '

Also a,, — 0.

Quotientenkriterium I: Konvergenz — 0

Losung (von Aufgabe [1.6.19). Wir die Grenzwerte folgender Folgen mit dem Quotien-
tenkriterium I:

a) a, = (’Tl)n:

Da ¢ = 1 € [0,1) liegt, folgt aus dem Quotientenkriterium I a,, — 0.

b) b, = ( 27:;11)71: 1Fi‘lr n € IN haben wir 2’;:1 > 0 und 2’;;11 — 1. Es gibt daher ein

no € N mit =5 < % fiir alle n > ng. Dann gilt mit der Polizistenregel

2
_1 n n
[ < (3 fiir alle n > n.
2n+1 4

Aber wie in a) folgt aus dem Quotientenkriterium I dann (%)n — 0 und somit b,, — 0.

Wir mussten hier also sowohl die Polizistenregel anwenden um eine einfachere Folge
> b, finden, die nach dem Quotientenkriterium I gegen 0 strebt. Das mehrere Kriteri-
en/Methoden gleichzeitig angewendet werden miissen, ist bei komplizierteren Folgen
meist nicht zu vermeiden.

c) ¢, =3— (%)n Auf ¢, konnen wir das Quotientenkriterium I nicht sofort anwenden.
Wir haben namlich
|C71+1 | 1
|cnl

Damit kénnen wir nichts anfangen. Wir sehen aber an ¢,, dass dies die Summe aus
einer konstanten Folgen ¢/, = 3 ist und der Folge ¢} = — (%)n Wir untersuchen also
die Folge ¢: Da fir n > 2 gilt % < % haben wir

1 n
< (=] —0.

Den Grenzwert — 0 haben wir wieder wie in a) mit dem Quotientenkriterium I
gezeigt. Damit haben wir aber

1 n
cn:3—<—) —+3-0=3.
n
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Quotientenkriterium II: bestimmte Divergenz — oo

Losung (von Aufgabe|1.6.21]). Bestimmen Sie die Grenzwerte folgender Folgen:

a) a,=2-3"
an+1_2'3n+1
a,  2-3"

und somit nach Quotientenkriterium II haben wir a,, — oo.

=3—=3>1

n?
3n+1
o1 _ )P n’
= =3 ——= —3>1
by, & (n+1)3

und somit nach Quotientenkriterium II haben wir b,, — oo.

i
c) ¢ =1
4TL
(n+1)!
Cny1 it n+1
T T
n qn

Dann haben wir also ¢ = oo > 1 und nach dem Quotientenkriterium IT haben wir
Cp — 0.

Polynomielles vs. exponentielles Wachstum

Loésung (von Aufgabe|1.6.23). Wir wollen Folgen a,, > 0 mit

Up+1 n—oo
—1
G,

finden, fiir die wir die folgende Konvergenz haben:

a) a, — 0: Wihle

1 1
a, = — oder allgemeiner — (k € IN).
n n
Dann gilt
_1 k
An41 (n+1)k n
= = —1
a, — (n+ 1)k

und a,, ist eine Nullfolge: a,, — 0.

b) a, — 1: Wihle
a, =1

die konstante Folge. Dann gilt natiirlich

an+1

1
=-=1—=1 und ap, — 1.
a, 1
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c) a, — oo: Wihle
ap = n” (ke IN).

Dann haben wir i
n 1
a1 _ (1 +k ) o1
an n

mit a,, bestimmt divergent: a,, — oo.

Dieses Beispiel verdeutlicht also, dass polynomielles Wachstum

nk (keZ)

mit den Methoden des exponentiellen Wachstums nicht behandelt werden kénnen und ein

Paradebeispiel fiir das Problem mit ¢ = 1 ist.
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